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Introduction
Les pieges radio-frequences, associes aux techniques de refroidissement laser, permettent
l'etude et le contro^le de la matiere a l'echelle atomique. Dans ce type de pieges, places en
enceinte ultra-vide, des particules ionisees (atomes ou molecules) evoluent sous l'action d'un
champ electrique oscillant qui leur impose un mouvement force. Sous certaines conditions de
fonctionnement, ce mouvement force resulte en un connement des particules, pouvant e^tre
decrit par un potentiel eectif statique. Le mouvement des particules peut alors e^tre decompose
en deux mouvements periodiques. Un mouvement de faible frequence et de grande amplitude,
decrivant la dynamique de l'ion dans le potentiel eectif statique, sur lequel se superpose le
mouvement force, de faible amplitude, oscillant en phase avec le champ electrique du piege. Ce
dispositif permet alors de pieger de la particule unique a plusieurs milliers.
L'apparition du premier piege radio-frequence (rf) date de l'annee 1953, lors de laquelle
W. Paul inventa le piege qui porte desormais son nom, et qui lui valut le prix Nobel en 1989 [1].
Inspire de la technologie des ltres de masse, le piege de Paul utilise un ensemble d'electrodes
generant des champs electriques rf, dont les proprietes de symetrie spatiale sont celles d'un
champ quadrupolaire. Le champ rf, alors reparti sur l'ensemble des directions de l'espace, induit
un connement des particules chargees par un potentiel eectif de type harmonique. En 1989,
J.D. Prestage et al. [2] proposerent d'utiliser a des ns metrologiques un piege de geometrie
alternative, dite lineaire, dans lequel le champ rf est uniquement reparti sur deux directions de
l'espace, l'emploi d'un champ statique permettant le connement dans la troisieme direction.
Ce type de piege ore l'avantage majeur de disposer d'une direction selon laquelle les ions sont
dispenses du mouvement force induit par le champ rf.
Depuis la realisation du connement des particules, le developpement de techniques de
refroidissement des especes piegees a ete un enjeu de tout premier plan. La premiere technique
a avoir ete utilisee est celle du gaz tampon. Un gaz neutre inerte, de basse temperature, est
alors introduit dans l'enceinte a vide. Par suite des collisions avec l'espece ionique piegee, qui
permettent une redistribution de l'energie cinetique, une diminution de la temperature des ions
est observee. Cette technique permet l'obtention de temperatures de l'ordre de la dizaine de
kelvins. En refroidissant, les ions evoluent preferentiellement pres du centre du piege, ou le
mouvement force induit par le champ rf, qui ne peut e^tre refroidi, est plus faible.
Le refroidissement a connu une amelioration sans precedent avec l'arrivee de la technologie
laser, qui a engendre diverses techniques de refroidissement. Parmi celles-ci, le refroidissement
Doppler [3{6] met a prot l'eet mecanique du rayonnement electromagnetique sur les especes
atomiques, et permet d'atteindre des temperatures de l'ordre du dixieme de millikelvin. Ces
temperatures donnent acces a des proprietes particulieres de la matiere, comme la formation
de structures ioniques appelees cristaux de Coulomb [7{11], pouvant comporter de deux ions a
plusieurs milliers d'ions dans un piege rf lineaire. Dans de telles structures, la position moyenne
des ions est xe, mais chaque ion decrit un mouvement d'oscillation force, dont l'amplitude et
la direction dependent du champ rf local.
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Lorsque le nombre d'ions est susamment faible, le refroidissement Doppler permet de
faire converger les ions au centre du piege, sur les sites ou le champ rf est theoriquement nul.
Le piege de Paul dispose d'un unique point central ou le champ rf s'annule, au contraire des
pieges rf lineaires, qui disposent d'un axe entier selon lequel le champ rf est nul, remplace
par un champ electrique statique. En ces lieux, caracterises par l'absence de mouvement
force, l'amplitude du mouvement de l'ion est limitee par son mouvement thermique. Aux
temperatures accessibles par refroidissement Doppler, un potentiel de connement adapte
donne acces a un regime particulier du mouvement des ions : le regime de Lamb-Dicke.
Ce regime est caracterise par une faible amplitude du mouvement de l'atome par rapport
a la longueur d'onde du rayonnement avec lequel il est en interaction. L'obtention de ce
regime permet la realisation de mesures de spectroscopie de tres grandes precisions, et permet
d'obtenir un contro^le de certaines proprietes quantiques de la matiere.
Les possibilites oertes par ces technologies sont nombreuses, et sont exploitees dans des
domaines tres varies de recherche fondamentale. Citons par exemple les applications a la
metrologie des frequences [12{15], dont l'enjeu est la realisation d'un etalon de frequence base
sur une transition optique d'un ion unique, soit sur une transition micro-onde dans un nuage
d'ions. Citons encore les applications a la chimie froide [16, 17], qui permettent l'etude de
la chimie se deroulant en milieu interstellaire notamment. Les applications a l'information
quantique [18{20] sont aussi nombreuses et en nombre croissant. Dans celles-ci, les etats
quantiques des especes piegees sont utilises a titre de quantum-bits. Dans le domaine des
simulations quantiques [21, 22], ce sont les proprietes physiques d'un systeme particulier qui
sont utilisees pour simuler un tout autre systeme, issu le plus souvent de la matiere condensee.
Les domaines cites precedemment ne constituent pas une liste exhaustive des domaines
d'applications des ions en pieges radio-frequences, mais nul n'est besoin de motiver plus encore
l'existence de ces pieges et leur developpement.
Ces ensembles d'ions pieges tenant un ro^le de premier plan dans de nombreux domaines
de recherche fondamentale, comme appliquee, il est essentiel de comprendre et caracteriser au
mieux la dynamique des ions au sein des pieges. Cette dynamique, classique, est extre^mement
complexe et met en jeu divers phenomenes physiques tels que les excitations parametriques, les
interactions a longue portee, les eets de taille nie, des problematiques de systemes ouverts
et plus generalement des phenomenes relevant de la dynamique non-lineaire et de la thermo-
dynamique hors equilibre. Les moyens de diagnostics de l'etat de ces systemes lors d'etudes
experimentales restent des moyens indirects (elargissement Doppler des spectres de uores-
cence pour estimer la temperature, integration temporelle de la uorescence par des cameras
CCD pour determiner les positions moyennes des ions dans les structures, etc...) et s'averent
souvent trop limites pour permettre une description susamment precise de l'etat du systeme.
De me^me, et comme cela est la regle en physique, la diversite des phenomenes en jeu
rendent les approches analytiques limitees a l'etude de cas simples (un ion unique evoluant
dans un potentiel rf ideal, emploi d'un modele statique pour decrire le connement), ou du
moins simplies et conduisent inexorablement a une perte d'information sur le systeme reel.
Une approche interessante est alors l'utilisation de simulations numeriques. Ce type d'ap-
proche permet la prise en compte simultanee d'un grand nombre de phenomenes physiques
presents dans ces systemes, et ore la possibilite de dissocier, de facon ad hoc mais produc-
tive, les dierents phenomenes pour en analyser les eets independamment. Cependant, une
approche numerique necessite l'etablissement de modeles pour la description des phenomenes
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et possede donc un domaine de validite. De me^me, l'aspect numerique lui-me^me impose une
precision limite aux resultats des simulations (erreurs d'arrondis, epsilon machine, precision
de l'algorithme d'integration, etc...). L'approche numerique ne constitue donc pas une panacee
mais peut s'averer extre^mement feconde dans la description du systeme simule et ore un appui
supplementaire dans la caracterisation des systemes experimentaux, lorsque les parametres de
la simulation sont choisis en accord avec ceux de l'experience.
Les travaux presentes dans ce manuscript sont le fruit d'une interaction entre deux domaines
tres dierents de la physique. D'un co^te, le piegeage et le refroidissement des ensembles d'ions
en piege rf, specialite de l'equipe CIML et sujet dont traite le present manuscript, et de l'autre,
la modelisation des plasmas denses et de faibles temperatures, dont l'expertise est detenue par
l'equipe DGP qui a apporte ses connaissances et savoir-faire en simulation numerique.
La motivation originale de ce travail etait de developper un programme numerique per-
mettant d'accompagner et d'interpreter les resultats experimentaux d'une experience nouvelle,
impliquant un tres grand nombre de particules piegees et ayant pour but premier de s'interesser
aux aspects dynamiques et thermodynamiques de ces tres grands ensembles d'ions. De surcro^t,
cette experience met en jeu un piege \multiple" possedant trois lieux de connement distincts,
dont deux de geometrie quadrupolaire, et un de geometrie octupolaire. Au-dela des possibilites
novatrices qu'orent les pieges multipolaires d'ordres superieurs (ici l'octupo^le) et qui n'ont,
pour l'heure, fait l'objet que de peu d'etudes experimentales concernant les proprietes du re-
froidissement des ions et des cristaux de Coulomb, ce piege multiple va permettre l'etude du
transport des ions inter-pieges et notamment entre piege de dierentes geometries, cette derniere
problematique n'ayant jamais ete soulevee, ne serait-ce que theoriquement.
Les nombreux objectifs de ces futures experiences trouvent leurs motivations dans les ques-
tions que souleve la recherche fondamentale, qu'elles soient liees aux proprietes thermodyna-
miques des ensembles d'ions, ou a des domaines dont l'application peut e^tre plus directe, comme
les dierents protocoles lies a l'information quantique ou a la metrologie des frequences.
Ainsi, c'est dans l'optique d'un lien direct avec les experiences qu'a ete realise le programme
numerique, justiant, dans la plupart des cas, les especes d'ions choisis pour les simulations
ainsi que les parametres de piegeage et de refroidissement.
La these presentee dans ce manuscrit explore quelques aspects de la dynamique des ions
connes en piege radio-frequences, ainsi que leur refroidissement par laser Doppler. Les etudes
sont eectuees au moyen de simulations numeriques utilisant la technique de la dynamique
moleculaire. Les etudes numeriques des systemes d'ions connes en pieges radio-frequence ont
precedemment permis de predire la forme des structures obtenues a basses temperatures [11, 23{
26]. Ces simulations sont aussi employees de facon complementaire aux etudes experimentales.
Elles permettent alors d'apprehender la dynamique des ions lors d'une experience particuliere
(determination du taux de chauage d'un cristal lors de l'application d'un potentiel additionnel
par exemple), mais peuvent aussi e^tre utilises comme un outil de diagnostic (l'accord entre
l'image CCD d'un cristal et son analogue simule permet de fournir une evaluation relativement
precise du nombre d'ions constituant le cristal). Ce type de simulations a aussi permis d'etudier
les eets de la dynamique non-lineaire prenant place dans les pieges rf [27, 28], ainsi que
dierents types de refroidissement des ions [28, 29].
Une part importante des travaux presentes dans cette these concerne les systemes multi-
particules. Pour ces systemes, nous mettons en avant les proprietes induites par l'interaction
coulombienne, et notamment les proprietes thermiques des structures obtenues a basses
temperatures.
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Ce manuscrit se compose de trois parties. La premiere partie (chapitre 1) regroupe le
materiel necessaire pour aborder la dynamique d'ions connes en piege radio-frequence.
Il presente tout d'abord le connement en piege quadrupolaire, pour lequel la dynamique
repond aux equations de Mathieu. Il introduit ensuite l'approche du pseudo-potentiel, qui
permet d'approximer le connement des ions par un potentiel eectif statique. Cette premiere
partie nit en presentant le connement en pieges multipolaires d'ordres superieurs a l'ordre
quadrupolaire, et insiste sur les dierences fondamentales (et nombreuses) qui existent par
rapport au cas historique du quadrupo^le.
La deuxieme partie (chapitre 2) aborde l'aspect numerique de ma these. Elle presente
de facon succincte la technique de la dynamique moleculaire, et explicite l'algorithme utilise
pour l'integration des equations de la dynamique. Les forces presentes lors du connement
des ions sont ensuite passees en revue, de facon a discriminer celles dont les eets sont
predominants sur la dynamique (dynamique est ici entendue au sens classique, et ne concerne
pas la dynamique interne des ions). L'ecriture des algorithmes modelisant les forces pertinentes
est detaillee, notamment dans le cadre de la parallelisation du calcul. Apres un bref rappel
de la theorie de l'interaction laser-atome, une modelisation du refroidissement Doppler est
presentee ainsi que son implementation dans le programme. La temperature constituant un
outil de diagnostic majeur pour decrire l'etat d'un ensemble d'ions, cette partie se termine par
une section qui lui est consacree et qui explique la facon dont elle est calculee dans le programme.
La troisieme partie (chapitres 3, 4 et 5) presente les principaux resultats obtenus durant
ma these. Le chapitre 3 concerne le refroidissement Doppler d'un ensemble d'ions en piege
quadrupolaire par un unique laser, qui est une situation experimentale courante. Le refroidis-
sement d'un tel systeme s'eectue par l'intermediaire de l'interaction coulombienne qui couple
les dierents degres de liberte des ions a la direction du faisceau laser. Nous montrons qu'un
refroidissement eectif n'est possible que dans certaines congurations de connement, pour
lesquelles l'interaction coulombienne permet un couplage ecace des directions du mouvement
des ions. Nous mettons aussi en evidence le statut particulier du centre de masse, dont la
dynamique n'est pas soumise a l'interaction coulombienne.
Le chapitre 4 presente une etude des structures a faibles nombres d'ions, obtenues a basses
temperatures dans les multipo^les lineaires d'ordres superieurs a 2. Celle-ci est conduite par le
l directeur d'une eventuelle application a la metrologie des frequences optiques. Une etude
analytique, menee dans l'approche du pseudo-potentiel, permet principalement d'obtenir une
contrainte sur les conditions d'equilibre des structures. L'utilisation des simulations de dyna-
mique moleculaire donne ensuite acces a la dynamique dans le potentiel rf ideal d'un octupo^le
lineaire. Ceci permet de mettre en evidence les proprietes particulieres des structures d'ions en
anneau plan (permises par les multipo^les lineaires d'ordres superieurs au quadrupo^le), du fait
du decouplage de la direction longitudinale du mouvement des ions, des directions soumises au
forcage rf. Nous mettons en evidence des conditions de fonctionnement des pieges, pour les-
quelles les structures d'ions obtenues ne peuvent e^tre decrite par l'approche du pseudo-potentiel.
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Le dernier chapitre presente la possibilite de creer des noeuds supplementaires dans le champ
radio-frequence des multipo^les lineaires d'ordres superieurs au quadrupo^le. Cela est possible par
la superposition d'un champ electrique rf d'ordre inferieur au champ connant. Ces noeuds en-
gendrent des minimums supplementaires dans le potentiel eectif de connement, pour lesquels
l'excitation parametrique rf s'annule. Des ions sont alors susceptibles d'e^tre connes dans ces
minimums puis d'y e^tre refroidis jusqu'a la temperature limite Doppler.
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Chapitre 1
Les pieges radio-frequences
L'objectif de ce chapitre est d'introduire les elements essentiels pour apprehender la dy-
namique des ions en pieges radio-frequences. Apres avoir justie l'utilisation d'un potentiel
electrique radio-frequence pour le connement des particules chargees, nous presentons la
specicite de la dynamique en quadrupo^le a travers les equations de la dynamique : les equations
de Mathieu. Nous detaillons ensuite l'obtention du pseudo-potentiel, potentiel ctif permettant
une comprehension alternative aux equations de Mathieu du phenomene de connement. Ce
pseudo-potentiel permet, dans une derniere partie, de decrire le connement par des multipo^les
d'ordres superieurs au quadrupo^le, pour lesquels aucune solution analytique des equations de
la dynamique n'est connue.
1.1 Pieges radio-frequences quadrupolaires
1.1.1 Geometries 3D et lineaires
La forme la plus generale d'un potentiel rf quadrupolaire ideal est la suivante :
4rf (x; y; z; t) =
V4 (t)
r20
 
x2 + y2 + z2

(1.1)
ou V4 (t) est le potentiel radio-frequence, r0 est une dimension caracteristique du piege, et ,
 et  sont des constantes adimensionnees. Ce potentiel, en l'absence de charges connees a
l'interieur du piege, doit obeir a l'equation de Laplace 4rf = 0, ou encore :
+  +  = 0 (1.2)
Cette equation traduit l'impossibilite de conner, au moyen de champs electriques statiques, des
particules chargees dans les trois directions de l'espace simultanement. En eet, au moins une
des constantes devant e^tre negative pour satisfaire l'equation (1:2), a une direction au minimum
correspond un potentiel deconnant. Le principe de fonctionnement du piege rf est base sur
l'utilisation d'un potentiel electrique V4 (t) changeant de signe periodiquement dans le temps.
Ainsi, les directions selon lesquelles le potentiel est deconnant a un instant donne deviennent
les directions connantes la demi-periode suivante, et inversement. Pour une frequence d'oscil-
lation et une amplitude de potentiel adaptees, l'eet moyen se traduit par le connement des
particules.
Lorsque chaque constante est non nulle, la geometrie du piege est dite 3D car le champ radio-
frequence est reparti sur les trois directions de l'espace. Le potentiel du piege de Paul est celui
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pour lequel on choisit  =  = 1 et  =  2. Cependant, une seconde geometrie alternative
existe. Elle consiste a supprimer le champ radio-frequence sur l'une des directions de l'espace.
Nous choisissons de facon traditionnelle de supprimer le champ rf selon la direction z, c'est a
dire imposons  = 0. Satisfaire a l'equation de Laplace se resume donc a la contrainte  =  .
Ce type de geometrie est dite lineaire [2]. Le champ radio-frequence est alors genere par un
dispositif schematise sur la gure 1.1. Dans l'ideal, la forme des barreaux generant le champ rf
quadrupolaire doit epouser la forme des equipotentielles. Lorsque les electrodes reelles devient
de la geometrie ideale, le champ genere contient des termes d'ordres superieurs perturbant la
dynamique. Cependant, beaucoup de pieges utilisent des barreaux cylindriques pour generer
le champ de connement, et un rapport particulier entre le diametre des barreaux et le rayon
interieur du piege permet une annulation des perturbations au premier ordre [30]. De me^me,
les barreaux ont une longueur nie et l'obtention d'un champ purement radial est realiste suf-
samment loin des bords du piege. Dans cette geometrie, le connement axial est realise au
moyen d'un potentiel statique Ust, devant lui aussi repondre a l'equation de Laplace :
Ust (x; y; z) =
Udc
z20

z2   x
2 + y2
2

(1.3)
ou Udc est le potentiel applique sur les electrodes et z0 la demi-longueur interieure du piege
selon la direction z. De me^me, cette equation decrivant un potentiel harmonique parfait n'est
valable que susamment loin des electrodes d'un piege reel.
Il est aussi possible de superposer sur les electrodes generant le champ rf, un potentiel sta-
tique optionnel 4st. Ainsi, ce potentiel statique possede la me^me geometrie que le potentiel
rf ( r2 cos (2) lorsqu'on prend la convention  = 1). Le potentiel electrique total du piege
quadrupolaire lineaire, 4l, est nalement la somme des potentiels rf et statiques :
4l (x; y; z; t) = 4rf (x; y; t) + 4st (x; y) + Ust (x; y; z) (1.4)
Ce type de geometrie possede deux avantages majeurs. Le premier est de disposer d'un lieu
etendu, l'axe de symetrie du piege, selon lequel l'ion ne subit pas le mouvement force impose par
le champ electrique rf. Cela permet des applications a la metrologie ou a l'information quantique
entre autres, pour lesquelles les ions doivent e^tre proteges le plus possible des perturbations. Un
deuxieme avantage est de pouvoir creer des pieges disposant d'une zone de connement aussi
grande que souhaitee, dans laquelle le champ rf reste negligeable. Il sut pour cela de choisir a
dessein la dimension z0, le piege etant invariant selon cet axe. Cela permet d'atteindre de tres
grands nombres d'ions pieges.
1.1.2 Quadrupo^les et equations de Mathieu
Le traitement de la dynamique, dans le cas quadrupolaire, est sensiblement le me^me dans
les geometries 3D et lineaires. Dans un souci de concision et de simplicite, nous le traitons
donc dans le cas lineaire, le cas 3D pouvant se trouver dans [31{33], references dont est tres
largement inspiree cette section.
Le potentiel electrique quadrupolaire 4l genere par un quadrupo^le lineaire s'ecrit en coor-
donnees cylindriques (voir gure 1.1) :
4l (r; ; t) = 4st (r; ) + 4rf (r; ; t) (1.5)
= [V4st   V4 cos (
t)]

r
r0
2
cos (2) (1.6)
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Figure 1.1 { Schema des electrodes d'un piege quadrupolaire lineaire dans le plan radial.
ou V4st et V4 sont respectivement le potentiel statique et l'amplitude maximale du potentiel rf,
appliques sur les electrodes generant la contribution quadrupolaire, 
 est la pulsation radio-
frequence et r0 le rayon interieur du piege. Exprime en coordonnees cartesiennes, 4l conserve
une forme particulierement simple :
4l (x; y; t) = [V4st   V4 cos (
t)]
 
x2   y2 =r20 (1.7)
Lorsqu'une unique particule chargee, de charge qe et de masse m, consideree ponctuelle est
soumise a ce potentiel electrique, elle subit une force ~F =  qe~r4l. Utilisant la seconde loi de
Newton ~F = m~a, on obtient un systeme d'equations dierentielles du second ordre :(
x+ 2 qe [V4st   V4 cos (
t)] x =
 
m r20

= 0
y   2 qe [V4st   V4 cos (
t)] y =
 
m r20

= 0
(1.8)
Denissant de nouveaux parametres adimensionnes (ax; qx) et (ay; qy) pour chaque composante,
et un temps reduit  tels que :
 = 
 t =2 (1.9)
qx =   qy = 4 qe V4 =
 
m r20 

2

(1.10)
ax =   ay = 8 qe V4st =
 
m r20 

2

(1.11)
le systeme d'equations dierentielles regissant le mouvement de la particule s'ecrit a present :8>><>>:
d2x
d 2
+ (ax   2 qx cos (2)) x = 0
d2y
d 2
+ (ay   2 qy cos (2)) y = 0
(1.12)
Chacune des equations composant ce systeme est une equation de Mathieu [31, 32, 34, 35]. La
resolution generale des equations de Mathieu est complexe, et depasse de tres loin le cadre de
cette introduction. Nous nous bornerons a donner les resultats essentiels en ce qui concerne
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notre approche des pieges rf. La stabilite d'une solution u() (ici u 2 fx; yg), c'est a dire pour
laquelle u() ne diverge pas lorsque  tend vers l'inni, est fonction des parametres au et qu. Le
domaine d'existence des solutions stables est donne par le domaine de l'espace des parametres
au et qu, presente en gure 1.2a. Les regions fermees dans le plan (qu; au) delimitent les zones de
stabilite des solutions. Conner physiquement une particule revient a rechercher l'intersection
Stable
Stable
Instable
au
qu-20 -10 10 20
5
10
15
a
q-5 5
-4
-2
2
4
(a) (b)
Figure 1.2 { (a) Les quatre premiers domaines de stabilite des solutions de l'equation de
Mathieu dans le plan des parametres a et q. (b) Recouvrement des domaines
de stabilite des solutions x (noir) et y (rouge).
des domaines de stabilite des solutions pour x et y. Pour ce faire, nous superposons ces domaines
dans le me^me plan (q; a) en gure 1.2b ou, utilisant les equations (1.10) et (1.11), nous avons :
qx =   qy = q (1.13)
ax =   ay = a (1.14)
Un point dans cet espace des parametres caracterise un point de fonctionnement particulier du
piege rf, lorsque l'on considere le connement d'une espece ionique de masse m et de charge qe
donnee (c'est le principe de fonctionnement des ltres de masse, qui discriminent sur le rapport
qe=m des particules). Nous choisissons arbitrairement de travailler avec un potentiel V4 positif,
le potentiel statique V4st pouvant e^tre choisi positif ou negatif. Les domaines de stabilite de
la gure 1.2b sont symetriques selon les axes a et q, impliquant que la stabilite des solutions
est independante du signe de la charge de l'ion. Nous choisissons de travailler avec des ions de
charges positives. Le domaine des parametres (q; a) correspondant a une situation physique se
reduit au demi-plan q > 0. Dans ce demi-plan, plusieurs zones de recouvrement des solutions
stables existent. Dans la pratique, seule la zone la plus proche de l'origine, representee en
gure 1.3, est choisie comme domaine de fonctionnement des pieges. C'est celle qui correspond
aux valeurs de q les plus faibles possibles et donc au forcage radio-frequence le plus faible. Les
solutions u() stables, dont deux sont representees en gure 1.4, prennent la forme ([31, 32, 34,
35]) :
u () = 
1X
n= 1
(Cu)2n cos ((2n u)) + 0
1X
n= 1
(Cu)2n sin ((2n u)) (1.15)
ou  et 0 sont des constantes d'integration reelles dependant des conditions initiales, et u ainsi
que (Cu)2n sont des constantes reelles dependant des parametres au et qu. Les constantes (Cu)2n
satisfont en outre a une relation recursive dependant du parametre u. La solution stable u(t)
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Figure 1.3 { Domaine de stabilite habituellement choisi comme zone de fonctionnement des
pieges radio-frequence.
est donc une somme innie de termes oscillant a des pulsations (!u)n = (2n u)
=2, dont la
plus faible est :
!u =
u

2
(1.16)
Cette frequence, nommee frequence seculaire du mouvement, est la frequence caracteristique
du connement de la particule. Elle correspond a la frequence du mouvement harmonique
transparaissant dans la section de Poincare en gure 1.4b. Cela signie que, en moyenne sur
une periode seculaire 2=!u, l'energie de la particule est conservee. L'expression de u n'a pas
de forme analytique simple dans le cas general, cependant lorsque au et qu sont susamment
petit, une methode de developpement en serie permet d'approximer u par [36] :
u =
r
q2u
2
+ au (1.17)
Nous avons considere uniquement la dynamique due a la partie quadrupolaire du potentiel,
et tout ce qui a ete fait jusqu'a present est transposable de facon immediate au cas 3D.
Cependant, la geometrie lineaire possede une specicite. Le potentiel statique Udc, permettant
le connement axial, induit un champ ayant une composante deconnante dans le plan
transverse. Ce champ donne lieu a des parametres de Mathieu eectifs ~au. Cependant,
contrairement aux parametres precedents pour lesquels ax =  ay, les parametres ~au sont
identiques pour chaque direction car le champ deconnant est isotrope dans le plan. Cela
conduit a des domaines de stabilite dierents de ceux presentes en gure 1.2. Cette specicite
a ete traitee en detail par M. Drewsen et al. dans l'article [37]. En consequence, la zone de
fonctionnement de la gure 1.3 se voit modiee et peut e^tre theoriquement etendue vers des q
arbitrairement grands.
Ce qui vient d'e^tre decrit concerne le cas d'une unique particule connee dans un piege rf.
Lorsque plusieurs particules sont connees simultanement, les equations (1.8) sont couplees
par l'interaction coulombienne. Le systeme ne peut alors se reduire aux equations de Mathieu
(seul le centre de masse obeit aux equations de Mathieu, a la condition que toutes les
particules en interaction aient un rapport charge sur masse qe=m identiques). L'excitation
parametrique du champ rf induit un apport d'energie aux particules, par l'intermediaire du
couplage coulombien. Il en resulte un phenomene de chauage radio-frequence. Cela se traduit
par l'existence d'instabilites supplementaires, qui ont ete etudiees de facon numerique et
experimentale a faible nombre de particules par R. Blumel et al. dans [27], ou l'etude est
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Figure 1.4 { (a) Composantes x (noir) et y (rouge) de la position d'une particule de vitesse
initiale nulle, connee dans le potentiel rf quadrupolaire, pour a = 0 et q =
0; 29. Le rayon interieur du piege est pris a r0 = 2 mm. Les points sur chaque
courbe marquent les instants t multiples de 2=
.
(b) Evolution de la composante x du mouvement de la particule piegee dans
l'espace (x; vx) pour une duree superieure a celle representee en gure (a).
Les points bleus correspondent aux instants t multiples de 2=
 (section de
Poincare), et forment une ellipse caracteristique d'un mouvement harmonique.
developpee dans le cadre des systemes dynamiques, et numeriquement par V.L. Ryjkov et al.
dans [38] ou ils montrent que le chauage rf est pratiquement inexistant pour des ensembles
d'ions a tres basses temperatures, et que son inuence augmente de facon exponentielle avec
le parametre qu des equations de Mathieu. La non-linearite de la dynamique induit aussi une
deformation du diagramme de stabilite (empirique) du piege. L'etude de ces eets a donne lieu
au modele de la charge d'espace [32, 39], dans lequel l'interaction des particules est assimilee a
l'interaction de chaque particule avec un champ moyen genere par la densite de charge au sein
du piege.
1.2 Pseudo-potentiel et approximation adiabatique
Dans cette section, nous montrons que pour des valeurs des parametres au et qu susam-
ment faibles, tout se passe comme si la particule se trouvait dans un puits de potentiel statique
ctif appele le pseudo-potentiel. La demarche qui mene au pseudo-potentiel, originellement in-
troduite pour les pieges rf par H.G. Dehmelt dans [36] peut se trouver aussi dans [32] ou, traitee
de facon plus generale, dans [33]. C'est de cette derniere reference que nous nous inspirons pour
rediger ces lignes.
Considerons une particule chargee, soumise a un champ electrique uniforme ~E sin (
t), os-
cillant periodiquement dans le temps. L'evolution temporelle de cette particule est determinee
simplement par l'equation de Newton et ses conditions initiales. Il est interessant de compa-
rer le mouvement de cette particule, au mouvement que celle-ci aurait en l'absence du champ
electrique. Si la particule possede une vitesse ~v0 et une position ~r0 au temps t = 0 en l'absence
de forces exterieurs, son mouvement dans le champ electrique radio-frequence correspond a une
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oscillation d'amplitude constante centree sur la trajectoire de la particule libre ~R0 (t) = ~v0t+~r0 :
m ~r = qe ~E sin (
t) =) ~r (t) = ~R0 (t)  ~" sin (
t) (1.18)
avec, ~" =
qe ~E
m 
2
(1.19)
Remarquons que si nous moyennons la solution precedente sur une periode radio-frequence
Trf , la trajectoire obtenue est celle de la particule libre. Considerons maintenant que le champ
electrique auquel la particule est soumise ne soit plus uniforme. L'equation d'evolution devient :
m ~r = qe ~E (~r (t)) sin (
t) (1.20)
Nous inspirant de la solution precedente, nous separons la trajectoire de la particule en deux
echelles de temps. Une premiere echelle lente, correspondant au mouvement moyenne sur une
periode radio-frequence, ~R (t), et une seconde correspondant a la dynamique rapide directement
proportionnelle au champ local, ~" (t) :
~r (t) = ~R (t)  ~" (t) sin (
t) (1.21)
L'amplitude de l'oscillation rapide ~" (t) depend maintenant du temps, a travers le mouvement
de la particule dans le champ. Par approximations successives, nous remontons a l'acceleration
de la particule :
_~r (t) =
_~R (t)  _~" (t) sin (
t)  
~" (t) cos (
t) ' _~R (t)  
~" (t) cos (
t) (1.22)
~r (t) =
~R (t)  2
 _~" (t) cos (
t) + 
2~" (t) sin (
t) ' ~R (t) + 
2~" (t) sin (
t) (1.23)
ou les approximations faites sur les dernieres egalites utilisent l'hypothese _"  
". Si l'ampli-
tude de l'oscillation rapide est petite par rapport a l'amplitude du mouvement lent, " R, le
champ electrique peut e^tre developpe au voisinage de la trajectoire lente :
~E (~r) = ~E

~R

 

~"  ~r

~Ej~R sin (
t) +O
 
"2

(1.24)
Nous avons donc au premier ordre en " :
m
~R (t) +m 
2~" sin (
t) = qe ~E

~R (t)

sin (
t)  qe

~"  ~r

~Ej~R(t) sin
2 (
t) (1.25)
Remplacant ~" par son expression dans (1.19), l'egalite se simplie et on obtient :
~R (t) =   q
2
e
m2 
2

~E  ~r

~Ej~R(t) sin
2 (
t) (1.26)
Nous utilisons ensuite l'egalite vectorielle :
~E  ~r

~Ej~R(t) =
1
2
~r

k ~Ek 2

  ~E 

~r ~E

(1.27)
dans laquelle ~r  ~E est nul au premier ordre (ordre pour lequel la contribution du champ
magnetique induit est negligeable). Cela conduit a :
~R (t) =   q
2
e
2 m2 
2
~r

k ~Ek 2

sin2 (
t) (1.28)
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Moyennant l'equation precedente sur la periode radio-frequence, nous obtenons la forme du
pseudo-potentiel 	 :
	 =
q2e ~E
2
4 m 
2
avec,
~R =  ~r	=m (1.29)
Nous appliquons l'equation precedente au champ radio-frequence genere par un quadrupo^le
lineaire :
~E4 (r; ) cos (
t) =
2V4
r0

r
r0
 
cos (2) r^   sin (2) ^

cos (
t) (1.30)
~E 24 (r) =
4V 24
r20

r
r0
2
(1.31)
Le pseudo-potentiel s'ecrit donc :
	4 (R) =
q2e V
2
4
m r20 

2

R
r0
2
(1.32)
Le connement des particules par un quadrupo^le est, en premiere approximation, equivalent
a celui d'un potentiel harmonique statique. Un exemple de cette approximation est donne en
gure 1.5 sur laquelle sont superposees les composantes de la trajectoire dans le potentiel rf
deni par ax = 0 et qx  0; 07 et celles obtenues dans le pseudo-potentiel. Sur cette gure, les
courbes du mouvement seculaire de chaque composante ne decrivent pas la moyenne du mouve-
ment rf. Cela est du^ au fait que la dynamique a ete integree dans un potentiel rf dont la phase
a l'origine des temps correspond au potentiel de l'equation 1.6, c'est a dire rf  cos (
t) soit
une amplitude de champ electrique maximale a t = 0. Or, les dynamiques sont integrees dans
chaque potentiel a partir de la me^me condition initiale qui, avec notre choix de phase initiale du
champ rf, ne correspondent pas a la me^me trajectoire (cela necessiterait rf  sin (
t)). Nous
observons cependant que pour ces valeurs des parametres de Mathieu, la trajectoire dans le
pseudo-potentiel decrit parfaitement le mouvement seculaire de l'ion dans le potentiel rf. Seul
le mouvement force du^ au champ rf, mouvement de faible amplitude et de haute frequence (le
terme ~" (t) sin (
t) de l'approche precedente), permet de dierencier les deux trajectoires.
Il est instructif de remarquer que l'expression du pseudo-potentiel correspond a l'energie
cinetique moyenne du micro-mouvement de la particule sur une periode rf :
	 =
1
2
m (
" cos (
t))2 (1.33)
Nous pouvons donc considerer, dans cette approche conservative, que le connement de la par-
ticule resulte de l'echange d'energie cinetique entre le mouvement seculaire et l'energie cinetique
moyenne du micro-mouvement.
An d'exprimer le potentiel de connement total, le principe de superposition du champ
electrique dans le vide permet de rajouter les champs statiques satisfaisant a l'equation de
Poisson. Nous appellerons, par abus de langage, le potentiel total correspondant 	4l, le pseudo-
potentiel du quadrupo^le lineaire :
	4l (R; ; z) = 	 (R) + qeUst (R; z) + qeV4st

R
r0
2
cos (2) (1.34)
=
1
2
m !2r () R
2 +
1
2
m !2z z
2 (1.35)
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Figure 1.5 { Composantes x et y de la position d'un ion pour les parametres de Mathieu
ax = 0 et qx  0; 07 dans le potentiel rf a 10 MHz (noir), et dans le pseudo-
potentiel associe (rouge). Les conditions initiales sont ~r0 = (1; 2; 0; 8; 0) mm
et ~v = 0 m.s 1.
avec !z =
q
2qeUdc= (mz20) (1.36)
!2r () =
2 q2e V
2
4
m2 r40 

2
  !
2
z
2
+
2 qeV4st
m r20
cos (2) (1.37)
=

2
4

q2x
2
  1
2
!z


2
+ ax cos (2)

ou qx et ax sont les parametres de Mathieu denis dans les equations (1.10) et (1.11). Lorsque
!z = 0, nous obtenons respectivement pour  = 0 et  = =2, les pulsations !x et !y du
mouvement seculaire decrit par les equations de Mathieu (!u = u
=2). Nous voyons que
l'application d'un potentiel quadrupolaire statique (au 6= 0) induit une asymetrisation du
pseudo-potentiel qui, pour ax > 0, augmente la raideur selon x et la diminue selon y, et que
l'eet deconnant du connement axial (/  !2z r2) se traduit simplement par une diminution
isotrope de la raideur du pseudo-potentiel.
L'approximation du pseudo-potentiel explique de facon simple le connement des parti-
cules, mais ne rend pas compte du forcage radio-frequence inherent a ce connement. En eet,
dierents potentiels radio-frequences sont representes par le me^me pseudo-potentiel. Pour sim-
plier, considerons le potentiel radial isotrope, i.e. au = 0, ainsi que le rapport !z=
 1, et de
ce fait negligeable. Le potentiel radial est alors uniquement du^ a la contribution radio-frequence :
!r =
qx 

2
p
2
/ V4


(1.38)
Nous voyons qu'a un ensemble de couples (qx;
) tels que 
 = 2
p
2 !r=qx, situes dans le
domaine de validite de l'approche du pseudo-potentiel, correspond le me^me pseudo-potentiel
!r. Des dynamiques dierentes sont attendues si on considere des parametres qx  1 ou
qx ' 0; 4.
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L'approximation adiabatique permet d'apprehender la dynamique a l'ordre suivant. Dans
le repere cartesien, la partie du mouvement regie par la dynamique rapide du champ rf (cf.
equation (1.19)) prend la forme suivante :
~" = "x x^+ "y y^ =
qe ~E
m
2
avec "x =
qeEx
m
2
=
qxRx
2
(1.39)
Appliquee a la geometrie lineaire, l'equation (1.21) decrit le mouvement radial de l'ion. Pour
un choix d'origine de phase rf correspondant au potentiel que nous considerons, la composante
x de l'equation (1.21) devient :
rx (t) = Rx (t)

1  qx
2
cos (
t)

(1.40)
Presentee sous cette forme, l'equation precedente est appelee l'approximation adiabatique du
mouvement de la particule. Cette approximation permet de decomposer le mouvement de l'ion
en une superposition de deux mouvements periodiques. Un premier de grande amplitude et de
faible frequence (!=2), le macro-mouvement, correspondant a la dynamique issue du pseudo-
potentiel. A celui-ci se superpose un second mouvement de faible amplitude et de frequence
elevee (
r=2), le micro-mouvement, du^ au forcage radio-frequence. La composante x de la
position de la particule s'ecrit ainsi :
x (t) = x0 cos (!xt)

1  qx
2
cos (
t)

(1.41)
ou !x = !r ( = 0). La forme de cette approximation resume a elle seule la specicite des pieges
d'ordres quadrupolaires. Lorsque le piege fonctionne dans un regime de faible qu et faible au
(faible au sens precedemment explique), (i) le mouvement d'une particule dans le piege est
stable et (ii) decrit par une oscillation harmonique de faible frequence !u, dont l'amplitude est
modulee a la frequence rf par (iii) un facteur constant proportionnel au parametre qu.
1.3 Multipo^les d'ordres superieurs
Les pieges quadrupolaires constituent un cas tres particulier des pieges multipolaires radio-
frequences, aussi nommes de facon generique 2k-po^les. En eet, il est possible de generaliser
le principe de connement au moyen de champs radio-frequences, en augmentant le nombre
d'electrodes du piege a un nombre 2k. La gure 1.6 montre l'exemple de l'octupo^le lineaire
(pour lequel 2k = 8). Cependant, pour les pieges d'ordre superieur au quadrupo^le (k > 2),
ne sont connus aucuns parametres rigoureux denissant la stabilite, et les trois proprietes
enumerees precedemment ne sont pas veriees. Le potentiel rf genere par un multipo^le lineaire
d'ordre k s'exprime tres simplement en coordonnees cylindriques par :
(2k)l (r; ; t) =

V(2k)st   V2k cos (
t)
  r
r0
k
cos (k)  qeUdc
2 z20
 
r2   2z2 (1.42)
Si nous cherchons, par analogie avec la section 1.1.2, l'expression du terme dependant du temps
dans le systeme de coordonnees cartesien, nous pouvons developper le terme rk cos (k) de la
facon suivante :
rk cos (k) =
1
2
kX
 = 0
C k x
k  [(iy) + ( 1) (iy)] ou C k =
k!
! (k   )! (1.43)
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Figure 1.6 { Schema des electrodes d'un piege octupolaire lineaire dans le plan radial.
Sous cette forme, il est explicite que pour k > 2, le champ derivant du potentiel induit un
couplage entre les directions x et y du mouvement dans le repere cartesien. La partie radio-
frequence de l'octupo^le lineaire (k = 4) s'ecrit par exemple :
8rf =  V8 cos (
t)
r40
 
x4 + y4   6 x2y2 (1.44)
La dynamique est non-lineaire et il n'existe plus de solution generale a l'equation
~r =  (qe=m)~r(2k)l, me^me dans le cas d'une particule unique. La stabilite d'une solution
depend alors des conditions initiales.
Un exemple de dynamique dans le potentiel 8rf est donne en gure 1.7. Pour cette gure, le
rayon interieur r0, le potentiel rf applique (ici V8) et les conditions initiales (donnees par la
position et la vitesse initiale de la particule ; l'energie initiale de la particule est alors dierente)
sont identiques a ceux de la gure 1.4 dans le cas quadrupolaire. Seul l'ordre du multipo^le a
ete change. La gure 1.7a montre que pour cette condition initiale existe encore un mouvement
periodique de frequence dix fois plus petite que precedemment. Cependant, alors que dans
un potentiel quadrupolaire chaque composante du mouvement evolue de facon independante,
on constate ici un echange d'energie entre les composantes qui se traduit, sur l'encart en -
gure 1.7a, par un echange des amplitudes maximales entre les composantes x et y. On constate
aussi que le micro-mouvement est beaucoup moins prononce sur l'ensemble de la trajectoire.
Cela s'explique par le fait que l'amplitude du micro-mouvement de l'ion est proportionnelle au
champ local qui augmente en (r=r0)
k 1. Ainsi, comme le montre la gure 1.8b, le champ d'un
quadrupo^le augmente de facon lineaire avec le rapport r=r0, alors qu'il reste faible avant d'aug-
menter brutalement pour un k eleve. Il s'agit d'une caracteristique essentielle des multipo^les,
plus l'ordre augmente, plus la zone centrale du piege ou le champ rf reste relativement faible
s'etend. Cette gure montre aussi que pour un me^me potentiel V2k applique sur les electrodes, le
champs rf genere possede une amplitude maximale (en r = r0) qui est k=2 fois superieure a celle
du quadrupo^le. Pour etudier le connement des particules, il est possible d'utiliser l'approxi-
mation du pseudo-potentiel. Dans ce but, E. Teloy et D. Gerlich dans [33, 40] ont determine
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Figure 1.7 { (a) Composantes x (noir) et y (rouge) de la position d'une particule de vitesse
initiale nulle, connee dans le potentiel radio-frequence 8rf. L'encart dans
l'angle superieur droit montre l'evolution sur une duree de 400 s.
(b) Evolution de la composante x du mouvement de la particule piegee dans
l'espace (x; vx) pour une duree superieure a celle presentee en (a). Les points
bleus correspondent aux instants t multiples de 2=
 = 50 ns (section de
Poincare).
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Figure 1.8 { (a) Potentiel radio-frequence normalise du quadrupo^le (tirets noirs) puis suc-
cessivement des multipo^les d'ordres k = 3; 4; 6 et 11.
(b) Normes des champs rf normalises a la valeur maximale de la norme du
champ quadrupolaire.
un parametre ad hoc d'adiabaticite :
ad (r) =
k2(~"  ~r) ~Ek
k ~Ek =
qe
m
2
k~r( ~E2)k
k ~Ek = 4
k~r(	=qe)k
k ~Ek (1.45)
=
qx
2
k (k   1)

r
r0
k 2
(1.46)
ou qx est le parametre de Mathieu dans lequel le potentiel est V2k et ~E est le champ radio-
frequence. Ce parametre caracterise, de facon locale, la variation relative du champ rf sur la
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distance parcourue par l'ion lors de son micro-mouvement. Remarquons que pour le quadrupo^le,
le parametre ad est independant de r et se reduit au parametre qx. Une valeur susamment
faible de ce parametre assure la stabilite de la trajectoire. Les determinations numeriques et
experimentales [33, 41, 42] donnent :
ad (~r) < 0; 36 (1.47)
Ainsi, pour un piege d'ordre k, et un potentiel V2k applique sur les electrodes, il est possible
de denir un rayon maximal d'adiabaticite, rad, au-dela duquel la dynamique non-lineaire \re-
prend ses droits" et la stabilite de la trajectoire n'est plus garantie. Remarquons que pour le
quadrupo^le, cette condition est independante du rayon et se reduit a q < 0; 36, ce qui est une
valeur inferieure a la limite reelle donnee par les equations de Mathieu ( 0; 9 pour a = 0).
La gure 1.9a montre le rayon d'adiabaticite de dierents multipo^les pour plusieurs valeurs du
parametre q ( V2k). Sur cette gure, le rayon theorique rad est pris egal a r0 lorsque sa valeur
est theoriquement superieure au rayon du piege. Lorsque le critere d'adiabaticite est rempli,
il est possible d'utiliser l'approche du pseudo-potentiel pour decrire le connement. Utilisant
l'equation (1.29) nous obtenons de facon immediate la forme du pseudo-potentiel d'un multipo^le
lineaire d'ordre k :
	(2k)l =
k2
4
q2e V
2
2k
m r20 

2

r
r0
2k 2
(1.48)
Celui-ci est represente en gure 1.9 pour dierentes valeurs de k. La gure montre que plus
l'ordre du multipo^le est eleve, plus le connement se rapproche d'un potentiel carre. Bien que
la valeur du pseudo-potentiel en r = r0 se comporte en k
2, nous devons insister sur le fait que
le rayon d'adiabaticite est en general inferieur a r0. Ainsi, la profondeur du pseudo-potentiel
doit e^tre calculee en utilisant le rayon d'adiabaticite, ce qui implique qu'a potentiel rf egal, la
profondeur du puits de pseudo-potentiel est plus faible pour les multipo^les d'ordres superieurs
que pour les quadrupo^les [43]. L'ordre du pseudo-potentiel se comportant en 2k 2, il n'est plus
possible de decrire le macro-mouvement d'un ion par une oscillation harmonique. En revanche,
il est possible d'evaluer l'amplitude locale k~" k du micro-mouvement. Celle-ci conservant la
forme de l'equation (1.19), on obtient :
k~" (r) k = ad (r)
2 (k   1) r (1.49)
Ainsi, contrairement au cas du quadrupo^le, l'amplitude du micro-mouvement n'augmente plus
de facon lineaire avec la distance au centre. Comparant l'equation precedente a l'equation (1.39),
le parametre ad peut se concevoir comme une generalisation du parametre de Mathieu qx.
Dans un tel pseudo-potentiel, pour k > 2, un ensemble d'ions susamment froid a tendance a
fuir le centre du piege sous l'eet de la repulsion coulombienne. Cette propriete, caracteristique
des multipo^les d'ordre superieur a 2, a ete recemment etudie theoriquement par C. Champenois
dans [44]. Dans cet article, se basant sur des considerations de physique statistique des plasmas
non-neutres, elle demontre que la densite d'ions n(r) dans un multipo^le est independante des
potentiels de connement statiques, et est uniquement regie par la competition entre le potentiel
coulombien et le pseudo-potentiel. La densite, a la limite ou la temperature de l'ensemble d'ions
tend vers zero, est alors donnee par :
lim
T!0
n (r) =
k (k   1)2
r20
"0V
2
2k
m r20 

2

r
r0
2k 4
(1.50)
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ou "0 est la permittivite dielectrique du vide. Cette formule montre que la densite d'ions est
uniforme dans un quadrupo^le, et diminue au centre du piege pour les ordre superieurs, rendant
compte des resultats recents obtenus numeriquement par dynamique moleculaire [45].
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Figure 1.9 { (a) Rayon maximal d'adiabaticite de dierents multipo^les d'ordre k pour le
parametre de Mathieu qx = (O) 0,36, () 0,26, () 0,16 et () 0,1.
(b) Pseudo-potentiel d'un multipo^le d'ordre k = 2 en pointilles, puis successi-
vement k = 3, 4, 6 et 11 normalises a la valeur maximale du pseudo-potentiel
quadrupolaire.
Le potentiel de connement total s'obtient, comme precedemment, en ajoutant les dierents
potentiels statiques :
	(2k)l =
k2
4
q2e V
2
2k
m r20 

2

r
r0
2k 2
+ qeV(2k)st

r
r0
k
cos (k)  qeUdc
2 z20
 
r2   2z2 (1.51)
Ici encore, les considerations decoulant de l'analyse de la forme des equations (1.37) sont ca-
duques lorsque k > 2. Ainsi, comme le montre la gure 1.10 sur l'exemple de l'octupo^le,
l'adjonction du potentiel statique necessaire au connement longitudinal est responsable de
l'existence d'un minimum de potentiel delocalise sur un cercle de rayon Rmin, donne par :
R 2k 4min = r
2k 4
0
1
k2 (k   1)
m r20 

2
q2e V
2
2k
m r20 !
2
z (1.52)
Ce minimum est independant de l'angle . Cependant, les simulations numeriques realisees
pendant ma these montrent que si 2k ions sont places dans un tel potentiel, et sont susamment
froids, ils se positionnent a la distance radiale Rmin, selon des angles correspondant aux positions
inter-electrodes. Une situation analogue est decrite dans le chapitre 4, ou nous montrons que
pour un ensemble d'ions froids, disposes en anneau de rayon Rmin, et connes dans un potentiel
rf proche de la limite d'adiabaticite de l'equation (1.47), les ions se regroupent en sous-ensembles
repartis selon les directions inter-electrodes. Ce comportement laisse penser qu'un second ordre
du pseudo-potentiel reste a determiner.
Le developpement perturbatif du pseudo-potentiel a la position r = Rmin permet d'obtenir la
frequence caracteristique du connement harmonique local !loc des ions, au rayon d'equilibre :
!loc =
p
k   2 !z (1.53)
Cette frequence de connement radial depend donc uniquement de la frequence du connement
axial et de l'ordre du multipo^le.
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Figure 1.10 { Representation du minimum du potentiel eectif de connement engendre
par la composante deconnante du potentiel statique / !z. Les unites sont
arbitraires.
Ainsi, la dynamique du connement en multipo^les d'ordres superieurs est tres dierente
de celle obtenue dans les quadrupo^les. Aucune equation analytique ne permet de decrire le
mouvement exact d'un ion individuel. La stabilite des ions dans le piege est conditionnee par
une valeur limite, obtenue de facon empirique, du parametre d'adiabaticite ad(r). Ce parametre
ne depend pas uniquement des parametres de fonctionnement du piege rf, mais aussi de la
position des ions dans le piege. Le pseudo-potentiel decrivant le connement eectif n'est plus
harmonique (/ r2k 2), et possede un minimum delocalise sur un cercle de rayon Rmin dans le
plan transverse.

Chapitre 2
Le programme ITraPS
Dans ce chapitre, nous detaillons les outils numeriques utilises pour simuler la dynamique
d'un ensemble d'ions evoluant dans le potentiel d'un piege rf, et subissant un refroidissement
laser Doppler. Nous presentons tout d'abord la technique de la dynamique moleculaire, ainsi
que le principe de la parallelisation des calculs. Nous eectuons ensuite un bilan des interactions
prenant part a la dynamique, et evaluons la pertinence de leur prise en compte dans les simula-
tions. Nous presentons ensuite la modelisation du refroidissement Doppler dans le programme,
et nissons ce chapitre en explicitant la particularite du calcul de la temperature en pieges rf.
2.1 Le programme dans son ensemble
Les etudes numeriques sont un moyen d'accompagner un travail experimental. Elles peuvent
e^tre utilisees pour predire la dynamique attendue dans une experience, mais elles sont aussi
un outils de diagnostic tres utile, permettant d'expliquer ou de quantier des phenomenes
observes experimentalement en donnant acces aux details n de la dynamique qui ne peuvent
e^tre observes directement de facon experimentale.
Dans le contexte du connement d'ions utilisant des champs electriques radio-frequences, les
etudes numeriques ont pris une part de plus en plus importante dans l'expertise des systemes.
Les etudes initiales modelisaient un ensemble d'ions connes par un milieu inni, utilisant
des conditions de bords periodiques, dans un potentiel eectif statique, utilisant la technique
numerique du Monte-Carlo, basee sur des algorithmes de minimisation d'energie, ou la technique
de la dynamique moleculaire, permettant la description de l'evolution temporelle du systeme.
Ces travaux initiaux sont connus sous le nom de OCP pour "One-Component Plasmas" et
ont prouves leur ecacite a predire des transitions de phases ou d'autres proprietes telles les
chaleurs speciques par exemple [23, 46, 47].
Cependant, les eets de taille nie, la dynamique non-lineaire ou encore l'aspect non-statique
du connement des ions ont d'importantes consequences sur la dynamique et la thermodyna-
mique de ces systemes, et ne peuvent e^tre negliges.
L'augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs, et le developpement de methodes
de parallelisation numeriques, ont permis de prendre ces eets en compte et de simuler un
nombre ni de particules de plus en plus important sans utiliser de conditions periodiques pour
augmenter articiellement le nombre de particules. De la me^me facon, cela a permis d'eectuer
des calculs numeriques simulant des echelles de temps beaucoup plus grandes, ou avec des pas
de temps d'integration encore plus petits, permettant la description des echelles de temps rf,
extremement rapide, de la dynamique.
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Le programme developpe a l'occasion de cette these, baptise ITraPS pour "Ions Trapped
Parallel Simulator", est un programme de dynamique moleculaire ecrit en langage ForTran 90.
Ce programme permet l'etude de la dynamique d'ions evoluant au sein du potentiel d'un piege
radio-frequence, et soumis a un refroidissement laser.
La technique de la dynamique moleculaire consiste a construire la trajectoire d'une ou plusieurs
particules considerees ponctuelles, etant donnees les forces auxquelles celles-ci sont soumises a
chaque instant. Pour cela :
{ le temps est discretise en intervalles de temps t.
{ a chaque instant tj = j t, le calcul de la force totale ~Fj (~xj; ~vj; tj) s'exercant sur chaque
particule est eectue. A cette etape intervient la modelisation des phenomenes physiques.
{ les positions et vitesses au temps tj+1 = tj + t sont calculees a partir des positions,
vitesses et accelerations aux instants precedents. C'est le ro^le de l'algorithme d'integration
d'eectuer ces calculs.
Les principaux elements caracterisant un programme de dynamique moleculaire sont donc la
modelisation des phenomenes physiques, un algorithme d'integration et un pas de temps t. La
modelisation des phenomenes physiques est discutee dans les sections 2.2 et 2.3 de ce chapitre.
Il existe une multitude d'algorithmes d'integration, et il ne sera pas l'objet de ce paragraphe
d'en detailler les rouages ni d'en faire la comparaison. En eet, l'elaboration de ces algorithmes
constitue une science en soi. Les conceptions les plus recentes utilisent les outils de la geometrie
symplectique et certains algorithmes ont des correspondances directes avec les procedes de
renormalisation en theorie des champs. Le lecteur interesse est renvoye a l'ouvrage [48] qui en
detaille la theorie. Le programme utilise l'algorithme d'integration nomme Verlet-vitesse. C'est
un algorithme tres repandu dans les simulations de dynamique moleculaire. Sa forme explicite
est la suivante :
~r (t+ t) = ~r (t) + ~v (t) t+
~F [r (t) ; t]
2m
(t)2 (2.1)
~v (t+ t) = ~v (t) +
~F [~r (t+ t) ; t+ t] + ~F [r (t) ; t]
2m
t (2.2)
ou ~r, ~v et m sont respectivement la position, la vitesse et la masse de la particule, et ~F est la
force s'exercant sur la particule. C'est un algorithme symplectique qui a l'avantage d'e^tre peu
gourmand en calculs et d'induire des erreurs qui sont seulement d'ordre (t)4 sur la position
et (t)2 sur la vitesse. Il constitue un bon compromis entre vitesse d'execution et stabilite. Le
principal desavantage est qu'il ne permet pas de traiter les forces vitesse-dependantes puisque
le calcul de la vitesse au temps t necessite la connaissance de la force a ce me^me instant.
Le choix du pas de temps t determine la precision du calcul de la dynamique. Plus le pas de
temps est petit, meilleure est la precision. De plus, a chaque phenomene physique est associee
un temps caracteristique et le pas de temps doit e^tre choisi susamment petit pour resoudre
les phenomenes que nous modelisons. Ainsi, le pas de temps doit e^tre inferieur a la plus petite
echelle de temps caracteristique des phenomenes modelises. Ces deux arguments militent pour
un pas de temps aussi petit que possible. Cependant, le temps d'execution d'une simulation,
ou temps de calcul Tcalcul, est inversement proportionnel au pas de temps utilise. En eet, lors
d'une simulation ou un systeme evolue pendant un temps simule Tevl, le nombre de pas de
temps necessaire pour calculer la dynamique est egal a npdt = Tevl=t. Or, a chaque pas de
temps, le calcul des forces ainsi que l'appel a l'algorithme d'evolution generent un nombre de
calculs Nop, devant e^tre eectues par le processeur du calculateur.
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Ceci engendre un temps de calcul total :
Tcalcul / Nop npdt / Nop Tevl=t (2.3)
Il est necessaire que le nombre d'operations devant e^tre eectuees par la machine reste suf-
samment faible pour que le calcul soit accompli en un temps raisonnable (de quelques
heures a quelques jours). De nouveau, le choix du pas de temps resulte d'un compromis entre
une precision de calcul susante pour obtenir une description correcte de la dynamique et
l'execution des simulations en un temps raisonnablement court.
Dans le but de reduire les temps de calcul lors des simulations, il est possible d'utiliser plusieurs
processeurs simultanement pour eectuer les calculs : c'est la parallelisation.
Parallelisation via OpenMP
La parallelisation est un moyen de reduire le temps de calcul. L'idee est de diviser un calcul
en un nombre ni de sous-calculs independants, et d'executer ces sous-calculs simultanement
(en parallele), en les repartissant sur dierents processeurs et/ou dierents ordinateurs. La
parallelisation ne permet pas de d'eectuer simultanement des calculs correspondant a des pas
de temps dierents (on ne peut paralleliser le temps), mais permet de diviser le nombre de
calculs eectues lors d'un me^me pas de temps, Nop, et de le repartir entre dierentes unites de
calcul. La division de Nop doit, quand cela est possible, permettre de repartir equitablement les
calculs, car le temps d'execution d'un calcul parallele est souvent limite par le temps d'execution
du sous-calcul le plus long.
La parallelisation peut e^tre eectuee a dierents niveaux [49] :
{ en l'ecrivant dans un langage dedie (ex : ForTran M).
{ en utilisant une bibliotheque (ex : MPI).
{ par des directives de compilation (ex : OMP).
{ par l'utilisation d'un compilateur adapte (ex : Intel ForTran) (tres faibles performances).
Les solutions les plus ecaces sont MPI (Message Passing Interface) et OMP (Open
Multi-Processing). Elles ne sont neanmoins pas equivalentes et peuvent me^me s'averer
complementaires. La dierence majeure est que MPI permet de distribuer un calcul sur plu-
sieurs machines, alors que OMP permet une distribution seulement sur dierents processeurs
d'une me^me machine. Il est donc evident que MPI ore une plus grande exibilite. Elle reste
cependant plus lourde a mettre en oeuvre. En eet, il est a la charge du programmeur de
gerer le passage des messages entre les dierentes machines (les noeuds du reseau). Cela de-
mande un apprentissage prealable du fonctionnement et de l'utilisation de MPI, puis d'ecrire
le programme dans cette optique precise. Debugger le programme devient plus complique et
necessite des outils adaptes. OMP est beaucoup plus souple car elle se met en oeuvre au sein
d'un programme pre-existant, au moyen de l'insertion de directives adequates dans le code.
Elle ne requiert que quelques remaniements mineurs du programme et le debuggage reste assez
simple. Il est aussi possible de combiner ces deux solutions au sein d'un me^me programme.
Pour ces raisons, notre choix s'est porte sur l'implementation de directives OMP dans le code,
le passage a la parallelisation massive via MPI constituera une etape ulterieure.
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En pratique, il est dicile d'estimer precisement le gain en temps de calcul qu'apporte la
parallelisation. Cela depend en eet du type de calculs eectues, des echanges de mots memoires
entre les dierents processeurs, ainsi que de la facon donc a ete parallelise le code, et de la
technologie materielle utilisee (l'unite de calcul). De facon pragmatique, la parallelisation du
programme ITraPS, qui a ete eectuee au moyen de OMP, lorsque celle-ci realise la distribution
des calculs sur les huit processeurs de la machine que nous utilisons, permet un gain d'un facteur
sept sur le temps de calcul.
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2.2 Prise en compte des forces
Dans cette section nous detaillons les forces conservatives prises en compte dans le pro-
gramme. Nous commencons par eectuer une revue des principales interactions pouvant se
rencontrer dans les pieges rf, et en justions au besoin la negligence. Nous poursuivons en
presentant la facon dont les forces pertinentes sont implementees, et parallelisees, dans le pro-
gramme.
2.2.1 Les forces en presence
Forces inter-particules
Nous souhaitons faire un bilan des forces en presence dans le systeme. Considerons tout
d'abord les forces generees par les ions eux-me^mes, les plus intenses etant les forces de Lorentz.
La charge electrique d'un ion i est responsable d'un champ electrique divergeant ~Ei. Lorsque
l'ion i est en mouvement, son deplacement genere un champ magnetique ~Bi. Le programme
n'est pas destine a faire des etudes de systemes a tres hautes temperatures et les vitesses des
ions restent tres peu elevees comparativement a celle de la lumiere. Il n'est donc pas necessaire
d'eectuer un traitement relativiste de la dynamique (en distinguant force et acceleration). En
consequence, les forces induites par l'ion i sur les autres ions de positions ~r et de vitesses ~v
s'ecrivent :
~F
L
= qe

~Ei (~r   ~ri) + ~v  ~Bi (~r   ~ri; ~vi)

(2.4)
avec, ~Ei (~r   ~ri) = qe
4"0
(~r   ~ri)
k~r   ~rik3
~Bi (~r   ~ri; ~vi) = 0 qe
4
~vi  (~r   ~ri)
k~r   ~rik3
(2.5)
ou ~Ei est le champ electrique de la particule i du^ a l'interaction coulombienne, et ~Bi est le
champ magnetique produit par le deplacement de cette particule dans le referentiel du piege
selon la loi d'Ampere. De facon a evaluer leurs intensites relatives, nous exprimons les normes
de ces forces.
kqe ~Eik = q
2
e
4"0
1
k~r   ~rik2 (2.6)
kqe~v  ~Bik = q
2
e
4"0
i
k~r   ~rik2 j sin (~v;~vi  (~r   ~ri)) sin (~vi; ~r   ~ri) j (2.7)
avec  = k~vk=c. Pour obtenir un ordre de grandeur, nous calculons le produit i en considerant
que les vitesses des ions sont de l'ordre de la vitesse quadratique moyenne :
i  hk~vk
2i
c2
=
3k
B
T
mc2
= 2; 8 10 13 T (K)
M (u.m.a.)
(2.8)
ou M est la masse de l'ion en unites de masse atomique (u.m.a.). Pour une temperature
maximale de T = 1000 K et M = 40 u.m.a., l'intensite maximale de la force due au champ
magnetique de l'ion est inferieure d'un facteur 7 10 12 a celle due au potentiel coulombien.
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Il est donc justie de negliger les forces induites par les champs magnetiques des ions en
mouvement au prot d'une diminution du temps de calcul, ces forces etant particulierement
gourmandes a l'execution.
La charge electrique n'est cependant pas seule a interagir avec le champ magnetique. En
eet, les spins electroniques et nucleaires, ainsi que les moments cinetiques des electrons dans
les orbitales des atomes induisent un moment magnetique ~S. Les ions ressentent donc un
potentiel :
Us =  ~s  ~Bi (2.9)
avec k~sk = g qe
2 m
k~Sk et k~Sk  ~=2 (2.10)
ou g est le facteur de Lande. Une estimation de la force qui en derive est donnee par :
k~Fsk = k   ~rUsk  g qe
2 m
~
2
0 qe
4
kvik
k~r   ~rik3 j sin (~vi; ~r   ~ri) j (2.11)
 g ~ i
4 m c
kqe ~Eik
k~r   ~rik j sin (~vi; ~r   ~ri) j (2.12)
or,
g ~ i
4 m c
' g ~
4 m c
s
2; 8  10 13 T (K)
M (u.m.a.)
' 2; 8 10 23 g T
1=2 (K)
M3=2 (u.m.a.)
(2.13)
Nous pouvons estimer une distance k~r   ~rik minimale de deux particules entrant en collision
frontale dans un gaz a la temperature T :
k~r   ~rikmin = q
2
e=4"0
3kBT
(2.14)
Nous obtenons nalement :
k~Fsk  5 10 18 g

T (K)
M (u.m.a.)
3=2
kqe ~Eik (2.15)
Si nous considerons une temperature de l'ordre de 1000 K pour des atomes de calcium, le
facteur (T=M)3=2 est egal a 125 (K/u.m.a.)3=2. Le facteur de Lande est de l'ordre de l'unite.
Nous obtenons une force dont l'amplitude est de 16 ordres de grandeur inferieure a l'interaction
coulombienne est sera donc negligee.
Forces de connement
Nous etudions a present les forces induites par le piege radio-frequence. Nous laissons de
cote les geometries 3D pour etudier le cas des pieges lineaires. Le potentiel electrique dans le
cas general d'un 2k-po^le lineaire s'ecrit :
V(2k)l (t) =

V(2k)st   V2k cos (
t)
 r
r0
k
cos (k) +
Udc
z20
 
z2   r2=2 (2.16)
Nous nous interessons au champ magnetique genere par la non-stationarite du champ electrique.
Puisque ce dernier oscille periodiquement dans le temps, les equations de Maxwell permettent
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de determiner le champ magnetique qui lui est associe. Pour deduire un ordre de grandeur, nous
eectuons les calculs dans le cas du quadrupo^le lineaire, pour lequel les calculs peuvent e^tre
faits aisement. Le potentiel electrique correspondant a cette geometrie s'ecrit en coordonnees
cartesiennes :
V4l (t) = [V4st   V4 cos (
t)] x
2   y2
r 20
  Udc
2 z 20
 
x2 + y2   2z2 (2.17)
La partie radio-frequence de la force qui en derive se situe dans le plan transverse du piege et
s'ecrit :
~F
E4
(t) = 2 qeV4 cos (
t) (x x^  y y^) =r 20 (2.18)
Nous obtenons le champ magnetique en resolvant l'equation, partie du systeme de Maxwell :
~r ~B = 0~j + 0 "0 @
~E
@t
(2.19)
dans laquelle nous posons ~j = ~0, c'est a dire un piege vide d'ions. Operant le gradient sur
l'equation (2.17) pour obtenir le champ electrique ( ~E =  ~rV ) puis l'inserant dans (2.19), nous
obtenons : 8>>>>>><>>>>>>:
h
~r ~B4
i
x
=
@B4z
@y
  @B4y
@z
=  

c2
V4 sin (
t)
2x
r 20h
~r ~B4
i
y
=
@B4x
@z
  @B4z
@x
=


c2
V4 sin (
t)
2y
r 20h
~r ~B4
i
z
=
@B4y
@x
  @B4x
@y
= 0
(2.20)
Considerant le piege inni dans la direction z (approximation valable lorsque les ions sont suf-
samment eloignes des bords du piege dans cette direction), tous les plans z = cte deviennent
des plans de symetrie. Le champ magnetique ne peut alors dependre de cette variable, et ses
composantes sont nulles dans ces plans. Le systeme precedent se reduit a :8>>>>><>>>>>:
@B4z
@y
=  

c2
V4 sin (
t)
2x
r 20
@B4z
@x
=  

c2
V4 sin (
t)
2y
r 20
B4x = B4y = 0
(2.21)
Par raison de symetrie, la composante Bz doit e^tre nulle en r = 0. L'expression du champ
magnetique est alors :
~B4 =   

c2
V4 sin (
t)
2xy
r 20
z^ (2.22)
Nous pouvons maintenant comparer les eets de ce champ magnetique sur les dierents degres
de liberte des ions a ceux induits par le champ electrique. Concernant les degres de liberte
externes :
~F
B4
= qe ~v  ~B4 (2.23)
=
k~v k 
 x
c2
qe V4 sin (
t)
2y
r 20

z^  ~vk~v k

(2.24)
=
k~v k 
 x
c2

~F
E4
(t  =2)

jy

z^  ~vk~v k

(2.25)
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ou ~F
E4
est la force induite par la partie oscillante du potentiel electrique 4l. Dans le but
d'obtenir un ordre de grandeur, considerons la vitesse comme etant la vitesse quadratique
moyenne et choisissons pour la composante x de la position de la particule, sa valeur maximale
r0 :
k~F
B4
k '
r
3k
B
T
mc2

 r0
c
k~F
E4
k ' 1; 8 10 15 
 r0
s
T (K)
M (u.m.a.)
k~F
E4
k (2.26)
Si nous considerons une frequence 
=2  10 MHz, un rayon r0 = 1 cm et une temperature
de 1000 K, nous obtenons une force k~F
B4
k  10 10 k~F
E4
k. Ceci constitue une estimation
haute puisque la particule se situe alors au rayon maximal dans le piege, la force decroissant
lineairement avec le rayon. De me^me, cette force decro^t avec la temperature et devient nulle
dans le cas de structures gees. Bien que ce calcul concerne seulement le quadrupo^le lineaire,
et que la forme du champ magnetique depende de toute evidence de l'ordre et de la forme du
potentiel multipolaire, peu de dierences sont attendues sur cette me^me estimation dans les
autres cas, le champ magnetique se comportant comme k ~Bk  k ~Ek=c, il sera negligeable dans
le domaine de vitesse qui nous concerne.
Si nous calculons la force induite par les moments magnetiques intrinseques des atomes, nous
obtenons de facon analogue a l'equation (2.11) :
U4s =  ~s  ~B4 (2.27)
k~F4sk = g ~ 

4 mc2
qe V4 sin (
t)
2 r
r 20| {z }
ordre  k~F
E4
k
(2.28)
or, pour une frequence 
=2 = 10 MHz et la masse du Calcium, nous obtenons
~ 
=mc2 = 5  10 18, ce qui permet de negliger cette force devant la force due au po-
tentiel electrique.
En denitive, nous prenons uniquement en compte l'interaction coulombienne et la force
electrique permettant le connement des particules. Toutes les autres interactions seront
negligees au prot d'un gain en temps de calcul. Remarquons que toutes les forces negligees
dependant de la vitesse des ions, cette approximation de la dynamique est d'autant meilleure
que nous etudions des systemes a basse temperature.
2.2.2 Algorithmes de calcul des forces
Interaction coulombienne
Considerons l'interaction coulombienne entre deux ions i et j. Le calcul de la force s'eectue
en deux temps : on calcule tout d'abord le potentiel d'interaction Uij puis on ajoute le terme
approprie aux trois composantes de la force totale Fx, Fy et Fz. Ainsi, pour le couple de
particules i et j, nous eectuons :
{ le calcul du potentiel d'interaction :
Uij =
q2e
4"0
Q (j)Q (i)
k~rj   ~rik (2.29)
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ou Q (i) est le nombre algebrique de charges de l'ion numero i. Le code realisant ce calcul est
le suivant :
rjix = rx(j) - rx(i)
rjiy = ry(j) - ry(i)
rjiz = rz(j) - rz(i)
rji = sqrt(rjix**2 + rjiy**2 + rjiz**2)
uji = alpha em * q(j)*q(i) / rji
ou nous avons prealablement deni la constante alpha em = q2e=4"0.
{ le calcul de la force exercee sur chaque particule :
~Fint i =   !ri Uij =   Uijk~rj   ~rik2 (~rj   ~ri) (2.30)
~Fint j =   !rj Uij = + Uijk~rj   ~rik2 (~rj   ~ri) (2.31)
Soit pour les composantes x des forces par exemple :
Fxji = uji * rjix/rji**2
Fx(i)= Fx(i) - Fxji
Fx(j)= Fx(j) + Fxji
Ces calculs sont imbriques dans une double somme courant sur les deux indices i et j, analogue
a celle du calcul de l'energie potentielle coulombienne totale, pour laquelle chaque couple de
particules n'appara^t qu'une seule fois :
do i= 1, Np-1
do j= i+1, Np
...
end do
end do
UC =
Np 1X
i= 1
NpX
j= i+1
Uij (2.32)
Ceci est realise au moyen de deux boucles do imbriquees. La parallelisation semble immediate,
il sut de diviser la boucle externe par le nombre de processeurs disponibles au moyen de la
directive PARALLEL DO. Si on procede de cette facon, le nombre total de paires de particules
sera reparti inequitablement entre les dierents processeurs. En eet, la boucle interne sur j
correspondant a une particule i, comporte (Np   i) paires. Soit Pi (j) le terme de l'interaction
coulombienne faisant intervenir le couple de particules i et j :
NpX
j= i+1
Pi (j) = Pi (i+ 1) + Pi (i+ 2) + :::+ Pi (Np   1) + Pi (Np)) (Np   i) termes (2.33)
Plus l'indice i est eleve, moins sa boucle interne comporte de termes. Ceci aura pour eet de
surcharger les processeurs s'occupant des premieres particules de la boucle externe en allegeant
ceux s'occupant des dernieres (dernieres valeurs de l'indice i). Or, le temps de calcul est limite
par le processeur qui possede le temps de calcul le plus long, c'est a dire celui s'occupant du
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debut de la boucle externe. Si P est le nombre de processeurs disponibles, le premier processeur
se verra attribuer un nombre de termes :
Nbprocess1 =
Np=PX
i=1
NpX
j= i+1
1 =
Np=PX
i=1
(Np   i) (2.34)
= (Np   1) + (Np   2) + :::+

Np  

Np
P
  1

+

Np   Np
P

=
Np
2 P

2Np   Np
P
  1

Or, si le calcul etait convenablement reparti, chaque processeur se verrait attribuer une quantite
egale de termes a calculer, c'est a dire le nombre total de termes divise par le nombre de
processeurs disponibles :
I =
1
P
NpX
i=1
NpX
j= i+1
1 =
1
P
NpX
i=1
(Np   i) (2.35)
=
1
P
f(Np   1) + (Np   2) + :::+ (Np   (Np   1)) + (Np  Np)g
=
1
P
Np
2
(Np   1)
Le rapport des temps de calcul des deux repartitions precedentes est alors proportionnel a :
th =
I
Nbprocess1
=
(Np   1)
(2  1=P)Np   1
Np  1    ! 1
2  1=P (2.36)
On constate que pour un nombre de particules assez eleve, ce coecient tend rapidement vers
1/2 avec le nombre de processeurs disponibles, ce qui revient a eectuer la parallelisation avec
un nombre de processeurs eectifs P=2. Or, aucune des trois clauses de la directive PARALLEL
DO ne permet une redistribution automatique de l'indice i entre les processeurs pour traiter
correctement un probleme a N corps. La solution que nous adoptons est donc de redistribuer la
boucle interne de facon explicite en fonction de l'indice i. Remarquons pour cela que, par analo-
gie avec la derniere egalite de l'equation (2:35), la somme de deux boucles internes symetriques
par rapport a la somme sur i, c'est a dire les couples (i; Np   i+ 1), a la propriete de toujours
comporter un nombre de paires egal a (Np   1). Nous allons donc re-ecrire la double somme de
facon a faire appara^tre ces couples sur chaque indice i :
NpX
i=1
NpX
j=i+1
Pi (j) =
Np=2X
i=1
NpX
j=i+1
Pi (j) +
NpX
k=1+Np=2
NpX
l=k+1
Pk (l) (2.37)
De plus, l'ordre dans lequel s'eectuent les calculs est sans importance, ce que nous traduisons
par l'inversion des bornes du signe
P
:
NpX
k=1+Np=2
NpX
l=k+1
Pk (l) =
1+Np=2X
k=Np
NpX
l=k+1
Pk (l) =
Np=2X
i=1
NpX
l=Np i+2
PNp i+1 (l) (2.38)
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ou la derniere egalite est obtenue a l'aide du changement de variable k = Np  i+1. La double
somme se re-ecrit donc :
NpX
i=1
NpX
j=i+1
Pi (j) =
Np=2X
i=1
0@ NpX
j=i+1
Pi (j) +
NpX
l=Np i+2
PNp i+1 (l)
1A (2.39)
Ainsi ecrite, la double boucle comporte un nombre egal de paires pour chaque valeur de l'indice
i. La boucle externe courant sur i peut maintenant e^tre divisee en parts egales et repartie sur
tous les processeurs qui eectueront ainsi un nombre egal de calculs. Neanmoins, en exprimant
la boucle externe de cette facon, nous devrons, dans le cas d'un nombre de particules impair,
calculer les interactions de la particule i = 1 + (Np   1) =2 hors de la boucle.
De plus, du fait de l'interaction par paire (et non de la redistribution precedente), deux
processeurs dierents peuvent essayer d'acceder a la me^me ligne (me^me particule) d'une matrice
des composantes de la force totale en me^me temps. La version d'OMP que nous possedons ne
permet pas de s'aranchir d'une telle diculte (partage d'un vecteur). La solution [50] consiste
a dupliquer les matrices de facon a en allouer une par processeur. Ces matrices sont remplies
pendant l'execution de la double boucle, puis sommees a l'exterieur pour obtenir les matrices Fx,
Fy et Fz. Chaque processeur est libelle par un numero f0; 1; :::; P-1g, accessible par l'instruction
OMP GET THREAD NUM() :
!$OMP PARALLEL DO
do i= 1, Np/2
num p = OMP GET THREAD NUM()+1
do j= i+1, Np
...
Fxp(i,num p) = Fxp(i,num p) + Fxji
Fxp(j,num p) = Fxp(j,num p) - Fxji
end do
do j= Np-i+2, Np
...
Fxp(Np-i+1,num p) = Fxp(Np-i+1,num p) + Fxji
Fxp(j,num p) = Fxp(j,num p) - Fxji
end do
end do
!$OMP END PARALLEL DO
if(mod(Np,2) /= 0) then
do j= 2+(Np-1)/2, Np
...
Fx(1+(Np-1)/2) = Fx(1+(Np-1)/2) + Fxji
Fx(j) = Fx(j) - Fxji
end do
end if
puis
!$OMP PARALLEL DO
do i=1,Np
do j=1,P
Fx(i)=Fx(i)+Fxp(i,j)
end do
end do
!$OMP END PARALLEL DO
Si nous comparons le rapport num, obtenu en eectuant le calcul numerique par chacune
des methodes, puis en faisant le rapport des temps de calcul obtenus, au rapport th de
l'equation (2.36), on constate l'existence de plusieurs pics, qui restent neanmoins inferieurs
a 1 (g.2.1). Ces pics demeurent pour l'instant inexpliques. Eectuant plusieurs executions
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successives d'un me^me calcul, on constate une faible variance du temps d'execution, qui n'est
pas representee sur la gure, mais qui ne peut e^tre la cause des pics obtenus.
101 102 103 104 105
0.4
1
4
th( P = 8 )
nu
m
Np
Figure 2.1 { Test numerique du rapport des temps de calcul de chaque parallelisation de la
boucle do. La ligne en pointilles bleus indique le rapport theorique correspon-
dant a P = 8 dans la limite ou Np est tres grand devant 1.
Dans le cas de l'interaction coulombienne, la parallelisation trouve naturellement sa place
car l'interaction par paire impose de traiter chaque terme des matrices force independamment,
par l'execution de boucles do sur le nombre de particules. Cela n'est pas le cas pour la force
electrique induite par le champ radio-frequence du piege.
Forces de connement
Les forces de connement implementees dans le programme sont les forces derivant des
potentiels radio-frequences, notes , et des pseudo-potentiels associes, notes 	, suivants :
{ Quadrupo^le 3D :
4(3D) =
qe [V4st   V4 cos (
t)]
r20 + 2z
2
0
 
x2 + y2   2z2
	4(3D) =
q2eV
2
4
m (r20 + 2z
2
0)
2

2
 
x2 + y2 + 4z2

+
qeV4st
r20 + 2z
2
0
 
x2 + y2   2z2 (2.40)
{ Quadrupo^le lineaire :
4l =
qe [V4st   V4 cos (
t)]
r20
 
x2   y2  qeUdc
2z20
 
x2 + y2   2z2
	4l =
q2eV
2
4
m r40 

2
 
x2 + y2

+
qeV4st
r20
 
x2   y2  qeUdc
2z20
 
x2 + y2   2z2 (2.41)
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{ Octupo^le lineaire :
8l =
qe [V8st   V8 cos (
t)]
r40
 
x4 + y4   6 x2y2  qeUdc
2z20
 
x2 + y2   2z2
	8l =
4q2eV
2
8
m r80 

2
 
x2 + y2
3
+
qeV8st
r40
 
x4 + y4   6 x2y2  qeUdc
2z20
 
x2 + y2   2z2 (2.42)
Lorsque non-parallelise, le calcul des composantes des forces est vectorise. La question se
pose alors de savoir s'il faut paralleliser la vectorisation (code S), c'est a dire attribuer chaque
composante dont le calcul est vectorise a un processeur dierent (ce qui revient a faire travailler
trois processeurs en parallele quel que soit le nombre de processeurs disponibles), ou s'il vaut
mieux l'executer par une boucle do (code D), de facon a paralleliser la boucle par un nombre
plus important de processeurs mais perdre l'avantage du vectoriel.
!$OMP PARALLEL SECTIONS
!$OMP SECTION
Fx = Fx + fx(rx,ry,rz)
!$OMP SECTION
Fy = Fy + fy(rx,ry,rz)
!$OMP SECTION
Fz = Fz + fz(rx,ry,rz)
!$OMP END PARALLEL SECTIONS
code S
!$OMP PARALLEL DO
do i= 1, Np
Fx(i) = Fx(i) + fx(rx(i),ry(i),rz(i))
Fy(i) = Fy(i) + fy(rx(i),ry(i),rz(i))
Fz(i) = Fz(i) + fz(rx(i),ry(i),rz(i))
end do
!$OMP END PARALLEL D0
code D
Les parametres qui caracterisent ces deux implementations possibles sont :
{ le nombre de particules Np.
{ le nombre d'operations dans les fonctions fx, fy et fz, soient : Nx, Ny et Nz.
{ le nombre de processeurs disponibles P.
Essayons une estimation du rapport des temps de calcul de ces deux solutions. La vectorisation
engendre un nombre d'operations eectives ~N inferieur a la realite (d'ou son intere^t) : ~Nx ~Np =
VNxNp , avec V < 1, il en est de me^me pour y et z. En pratique, le coecient V depend
de Np ainsi que du type des operations eectuees. La parallelisation sous forme de sections
(code S) implique que le temps necessaire a l'execution du calcul Tsections est limite par la
section de temps d'execution T la plus longue, c'est a dire celle contenant maxfNx; Ny; Nzg,
par consequent :
Tsections = T (VNp maxfNx; Ny; Nzg) = VNp T (maxfNx; Ny; Nzg) (2.43)
La forme de la solution avec boucle (code D) rend la dependance des parametres explicite :
Tboucle =
Np
P
T (Nx +Ny +Nz)  3Np
P
T (maxfNx; Ny; Nzg) (2.44)
nous avons alors :
Tboucle  3Np
P
Tsections
VNp
=
3
P V
Tsections (2.45)
La solution sous forme de boucle est donc avantageuse si P  3=V . Cette estimation est tres
grossiere et fait l'hypothese que les pertes de temps inherentes au processus de parallelisation
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sont negligeables devant le temps de calcul. La meconnaissance de la forme et de la valeur du
coecient V nous empe^che de mener a terme cette estimation. Pour determiner quel schema
de calcul adopter, nous procedons de facon systematique, en essayant les deux solutions sur
le potentiel rf du quadrupo^le lineaire, que nous estimons representatif des potentiels possibles.
Pour eectuer la comparaison, nous utilisons les 8 processeurs de la machine.
Np 10 10
2 103 104
T
D
=T
S
1.39  0.05 1.33  0.02 0.99  0.06 0.51  0.01
Table 2.1 { Rapports des temps de calcul T
D
=T
S
en fonction du nombre de particules Np.
Resultats obtenus en utilisant le potentiel 4l.
Les resultats obtenus en utilisant 8 processeurs montrent une equivalence des deux methodes
pour Np  103 et sont clairement en faveur de la solution sous forme de boucle pour des valeurs
superieures de Np. Si nous devions faire le choix de l'implementation a adopter, il se porterait
donc sur la parallelisation sous forme de boucle. En eet, me^me si nous pouvons e^tre amenes
a simuler des systemes de quelques particules a plusieurs milliers, ces pourcentages de temps
doivent e^tre ramenes au nombre de particules pour lesquelles le calcul est eectue. Ainsi, lorsque
nous simulons 100 particules, cela correspond au temps de 133 particules eectives, soit 33
particules de plus, mais lorsque nous en simulons 10000, le gain sera d'environ 5000 particules.
Cependant, il est encore preferable de faire preuve de souplesse et d'implementer les deux so-
lutions dans le programme an de pouvoir utiliser la solution convenable pour l'etude a realiser.
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2.3 Modelisation du refroidissement Doppler
Le but etant de simuler des ensembles d'ions refroidis par laser, nous commencons cette sec-
tion par une description du principe du refroidissement laser Doppler. Apres un bref rappel sur
l'obtention des probabilites de transition d'un atome soumis a un champ electromagnetique dans
le domaine optique, ce qui permettra d'expliciter les dierentes approximations necessaires, nous
presentons l'implementation du refroidissement Doppler dans le programme. Dans la derniere
partie de la section, nous validons cette modelisation en nous placant dans des conditions pour
lesquelles un modele analytique du refroidissement Doppler existe, et y confrontons les resultats
des simulations numeriques.
2.3.1 Le refroidissement Doppler
L'idee d'utiliser un rayonnement electromagnetique dans le but de modier la temperature
d'un milieu date de l'annee 1950, durant laquelle Alfred Kastler envisage la possibilite d'eets
lumino-caloriques et lumino-frigoriques par l'emploi de lumiere polarisee sur des vapeurs ato-
miques et des cristaux de terres rares [51]. Il existe de nos jours de nombreuses techniques de
refroidissement impliquant les champs lasers [52{54], dont certaines permettent de refroidir les
atomes jusqu'a la limite permise par la mecanique quantique (le niveau fondamental de leur
potentiel harmonique de connement, voir [55, 56]), et pouvant e^tre mises en oeuvre pour des
atomes ionises comme neutres. Pour ces derniers, l'interaction laser-atome peut e^tre mise a
prot pour conner des atomes au sein de melasses optiques [57{60], pour lesquelles le prix
Nobel, decerne en 1997 sous l'intitule \pour le developpement de methodes pour refroidir et
pieger des atomes avec des champs lasers", recompensa S. Chu, C. Cohen-Tannoudji et W.D.
Phillips [54, 61, 62].
Parmi les techniques de refroidissement laser, la premiere a avoir ete utilisee est le refroidis-
sement Doppler. Son principe date de l'annee 1975, et est independamment du^ a T.W. Hansch
et A.L. Schawlow [3], dans le cas d'atomes neutres, et a D.J. Wineland et H.G. Dehmelt [4],
dans le cas d'atomes ionises. La mise en oeuvre de cette technique est dierente dans le cas
d'atomes neutres, pour lesquels plusieurs lasers sont necessaires, et dans le cas d'atomes ionises
connes en piege rf, pour lesquels un unique laser peut sure. Une importante litterature traite
du refroidissement d'atomes par des champs laser dans le cas d'atomes ionises connes en piege
rf, notamment [27, 63{68].
Le principe du refroidissement Doppler est le suivant : considerons un atome possedant une
transition a la frequence !0=2, de largeur naturelle  0. Si cet atome est soumis a un champ
electromagnetique de pulsation !
L
, il existe une probabilite non nulle pour que l'atome absorbe
un photon du champ. Cette probabilite d'absorption est fonction de la frequence de l'onde. Lors
d'une absorption, une impulsion ~p = ~~k
L
, ou k~k
L
k = !
L
=c est le vecteur d'onde du laser, est
transferee a l'atome. Si l'atome et l'onde laser sont co-propageant, l'absorption du photon induit
une acceleration de l'atome. Au contraire, s'ils sont contra-propageant, l'absorption donne lieu
a une deceleration. Le refroidissement Doppler consiste a favoriser la deceleration des atomes
en tirant parti de l'eet Doppler-Fizeau. Cet eet implique que la frequence de l'onde percue
par l'atome depend de la vitesse de ce dernier. Lorsque l'atome et l'onde sont co-propageant, la
frequence apparente de l'onde diminue et, a l'inverse, elle augmente lorsque l'onde et l'atome
sont contra-propageant. Ainsi, pour un desaccord laser 
L
= !
L
  !0 negatif convenablement
choisi, un atome co-propageant percoit un desaccord negatif, superieur en valeur absolue a j
L
j,
et voit sa probabilite d'absorption diminuee, alors qu'un atome contra-propageant percoit une
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frequence laser plus proche de la resonance, augmentant sa probabilite d'absorption. Ainsi,
en moyenne, et pour un 
L
approprie, le phenomene d'absorption favorise la deceleration des
atomes et conduit a une diminution de l'energie cinetique.
Une fois le photon absorbe, l'atome se trouve dans l'etat excite. Il peut alors se desexciter
par emission stimulee, auquel cas la quantite d'impulsion ~p est rendue au champ laser, ce
qui diminue l'ecacite du refroidissement. Si l'atome se desexcite par emission spontanee, le
caractere aleatoire et isotrope du phenomene resulte en un eet moyen nul sur les vitesses
moyennes des ions. En revanche, ce phenomene est responsable de l'analogue d'une marche
aleatoire dans l'espace des impulsions des atomes et constitue un eet limitant la temperature
atteinte [57, 63]. La competition entre l'absorption des photons permettant le refroidissement
des atomes et le phenomene d'emission spontanee donnant lieu a une diusion dans l'espace
des impulsions des atomes, conduit a l'obtention d'une temperature d'equilibre. La temperature
stationnaire minimale accessible par ce type de refroidissement, appelee la temperature limite
Doppler TD, est proportionnelle a la largeur naturelle de la transition,  0.
Pour qu'il soit ecace, le refroidissement Doppler necessite de tres nombreuses interactions
entre les photons du champ laser et les atomes, an que le taux de refroidissement des atomes
soit superieur aux dierents taux de chauage pouvant exister dans les pieges rf. Ceci requiert
tout d'abord l'existence d'un important couplage entre l'atome et le champ laser, c'est-a-dire
une valeur non negligeable du dipo^le electrique permettant la transition atomique, ainsi qu'une
intensite laser susante. Pour nir, notons que le processus d'absorption-emission des photons
doit resulter en un cycle ferme, c'est-a-dire que la desexcitation doit ramener l'atome a son
etat initial, permettant une nouvelle transition par l'intermediaire du couplage laser. Cela ne
fonctionne donc pas si l'espece a refroidir est une molecule, car ses dierents degres de liberte
internes (vibrations, rotations) dispersent les populations sur dierents niveaux d'energie, dont
un seul est en general couple au champ laser.
2.3.2 Calcul des populations
An de justier la modelisation du refroidissement Doppler implementee dans le programme,
nous commencons par rappeler brievement la theorie usuelle. Une importante litterature traite
du sujet, notamment [52, 69{73]. Ce probleme est complexe et l'obtention de solutions ana-
lytiques n'est rendue possible qu'au moyen d'approximations successives. Le developpement
suivant utilise l'approche semi-classique dans laquelle un atome, traite de facon quantique,
interagit avec une onde electromagnetique classique. Nous faisons l'approximation que seule
la composante electrique de l'onde laser produit un eet signicatif sur l'atome ; les interac-
tions magnetiques leur etant de deux ordres de grandeur inferieures, elles ne seront pas prises
en compte. Le champ electrique ~E est represente par une onde monochromatique plane de
frequence !
L
.
~E (~r; t) = ~E
L
cos

~k
L
 ~r   !
L
t

(2.46)
La frequence laser consideree se situe dans le domaine optique et, dans le vide, la longueur d'onde

L
d'un tel rayonnement est comprise dans un intervalle 0; 1 m . 
L
. 1 m (0  397 nm
dans le cas present), alors que les dimensions atomiques sont de l'ordre du nanometre. Ceci
permet de se placer dans l'approximation dipolaire, encore appelee approximation des grandes
longueurs d'onde, qui consiste a considerer que le champ electrique est constant sur l'etendue
de l'atome, et egal au champ en son centre :
~E (t) = ~E
L
cos (!
L
t) (2.47)
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ou le noyau de l'atome, considere immobile, est pris en ~r = ~0.
Le refroidissement Doppler des ions calcium s'eectue en utilisant la transition du niveau fonda-
mental 42S1=2, note jgi, vers le niveau excite 42P1=2, note jei, a 397 nm. Le niveau excite possede
une duree de vie moyenne de 1= 0  7 ns. Lorsque l'atome est excite, il peut soit retourner
dans son etat fondamental, et ainsi permettre une nouvelle transition de refroidissement, soit
se desexciter vers l'etat metastable 32D3=2 dont la duree de vie est de l'ordre de la seconde [74],
brisant ainsi le cycle permettant le refroidissement. Bien que le rapport de branchement du
niveau excite vers le niveau metastable soit d'environ 6% [75, 76], la dierence entre les temps
de vie de ces deux niveaux est susamment importante pour aboutir au pompage de la popu-
lation atomique dans le niveau 32D3=2. Pour eviter ce scenario, un laser repompeur a 866 nm
est utilise pour coupler les niveaux 42P1=2 et 3
2D3=2, et ainsi depeupler ce dernier. De plus, ce
niveau est susamment eloigne du niveau jei pour ne pas e^tre couple au niveau fondamental
par le laser de refroidissement. Nous limitons donc la description de l'atome aux deux niveaux
jgi et jei. Ces deux etats sont vecteurs propres du hamiltonien de l'atome libre H0 :
H0jgi = Egjgi ;
H0jei = Eejei ;
(2.48)
avec les valeurs propres telles que Ee   Eg = ~!0 > 0. L'hamiltonien du systeme total, H, est
la somme du hamiltonien de l'atome libre, H0, et du terme d'interaction Hint :
H = H0 +Hint (2.49)
La forme du terme d'interaction n'est pas unique. Elle depend de la jauge utilisee pour decrire
le champ laser. L'approximation des grandes longueurs d'ondes eectuee plus haut est bien
adaptee a l'utilisation de la jauge de Goppert-Mayer [77]. Dans celle-ci, le hamiltonien d'inter-
action prend la forme :
H
int
=  ~d  ~E (t) (2.50)
ou ~d est l'operateur moment dipolaire electrique de l'atome : ~d = qe ~r, avec qe < 0 la charge
electrique de l'electron, et ~r l'operateur position de l'electron eectuant la transition au sein de
l'atome. On denit la pulsation de Rabi 

L
par :


L
=  hej~d  ~E
L
jgi=~ =  qek
~E
L
k
~
hejdjgi (2.51)
ou d est la composante du moment dipolaire sur la direction de polarisation de l'onde laser. La
pulsation de Rabi caracterise le couplage de l'atome au champ laser via la transition jgi ! jei
ou de facon symetrique jei ! jgi.
An de prendre en compte le phenomene d'emission spontanee, il est utile d'introduire
l'operateur densite. Rappelons que l'operateur densite  pour un atome a deux niveaux est
donne dans la base des etats propres du hamiltonien par la matrice hermitienne :
 =

ee eg
ge gg

fjei;jgig
avec ee + gg = 1 (2.52)
dans laquelle les elements ee et gg sont les termes de population donnant la probabilite d'occu-
pation des etats, et eg et ge sont nommes termes de coherence et contiennent la phase relative
des etats. L'evolution hamiltonienne (i.e. sans emission spontanee) de l'operateur densite est
donnee par :
i~ _ = [H; ] = [H0; ] + [Hint ; ] (2.53)
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L'emission spontanee qui resulte du couplage avec le champ electromagnetique du vide est prise
en compte en ajoutant le terme non hermitien Lsp dans l'equation precedente :
Lsp =  i~ 0

ee eg=2
ge=2  ee

(2.54)
ou  0 est la largeur naturelle (dans la situation presente  0  143 s 1) de la transition optique.
L'equation d'evolution de l'operateur densite devient :
i~ _ = [H; ] + Lsp (2.55)
Pour resoudre ce systeme, il est necessaire d'eectuer une derniere approximation, nommee
RWA pour \Rotating Wave Approximation". Celle-ci consiste a passer en representation d'in-
teraction par l'utilisation de la transformation unitaire U = exp (iH0t=~), et a negliger les termes
en exp [i (!
L
+ !0) t] qui oscillent tres vite, devant ceux en exp [i (!L   !0) t]. Cela necessite de
se trouver dans une situation telle que j
L
j = j!
L
 !0j  !L +!0, soit encore L=!0  2. Cette
contrainte est veriee puisque nous aurons aaire a des desaccords 
L
de l'ordre de quelques
largeurs naturelles  0 au plus. Or, nous avons  0=!0  3  10 8, ce qui nous place de facon tres
satisfaisante dans le cadre de cette approximation.
On obtient alors un systeme d'equations dierentielles couplees du premier ordre, appelees
equations de Bloch optiques (OBE). Il est possible d'obtenir l'evolution temporelle des solutions
par integration numerique des equations de Bloch optiques pour un ensemble de parametres et
de conditions initiales donnees. Prenons le cas d'un ensemble d'atomes se trouvant a l'instant
initial dans leur etat fondamental jgi. Concernant les termes de population, la forme des solu-
tions dependant du temps est caracterisee par deux domaines temporels. Un premier domaine
caracteristique d'un regime transitoire succedant directement a l'application du champ laser,
qui amene progressivement les termes de population dans un regime stationnaire qui consti-
tue le second domaine temporel. Pour ce regime stationnaire des populations, il est possible
d'obtenir une forme analytique de la solution. Celle-ci est donnee par :
ee st =
1
2

2
L
=2
(!
L
  !0)2 + 
2L=2 + ( 0=2)2
(2.56)
et represente la probabilite de trouver un atome dans l'etat excite a un instant susamment
eloigne du debut de l'application du champ laser (typiquement quelques periodes Rabi).
Pour obtenir cette solution nous avons considere l'atome au repos. Or, pour un atome en mou-
vement, il faut tenir compte de sa vitesse lors de la resolution des OBE. Cependant, si la
dynamique interne est beaucoup plus rapide que la dynamique externe, il est possible d'ap-
proximer l'eet de la vitesse sur les solutions des OBE, par son eet sur le desaccord laser 
L
au travers de l'eet Doppler-Fizeau, directement dans la solution stationnaire.
L'eet Doppler-Fizeau traduit la variation de frequence d'un champ electromagnetique en
fonction de l'etat de mouvement de la source et du recepteur. Dans la situation qui nous
concerne, la source laser est xe dans le referentiel du laboratoire et l'atome recepteur est en
mouvement dans le piege. Du point de vue du referentiel du laboratoire, considerons l'absorption
d'un photon du champ laser d'impulsion ~P
L
= ~~k
L
par un atome d'impulsion ~P = m~v,
non relativiste, se trouvant dans l'etat fondamental d'energie Eg. Le photon absorbe, l'atome
est maintenant dans l'etat d'energie Ee et son impulsion est devenue ~P2 = m~v2. Les lois de
conservation de l'impulsion et de l'energie donnent :
m~v + ~~k
L
= m~v2 (2.57)
Eg +
m~v 2
2
+ ~!
L
= Ee +
m~v 22
2
(2.58)
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L'absorption du photon s'eectue de l'etat jgi vers l'etat jei. Eliminant ~v2 des equations
precedentes, nous obtenons la pulsation !
L
que doit posseder le photon de l'onde laser pour
realiser une interaction a resonance :
~ !
L
= ~ !0 + ~~kL  ~v +
~2~k 2
L
2m
(2.59)
ou le dernier terme du membre de droite correspond a l'energie de recul de l'atome, qui peut e^tre
negligee en premiere approximation. Dans le referentiel du laboratoire, la frequence apparente
de la transition, ~!0, est donc decalee a la valeur ~!0 = !0 + ~kL  ~v. Le terme ~kL  ~v est le premier
ordre du decalage en frequence du^ a l'eet Doppler. Il s'en suit que, pour un atome de vitesse
~v, la probabilite d'e^tre dans l'etat excite dans le regime stationnaire est donnee par :
ee(~v ) st =
1
2

2
L
=2
(!
L
  ~!0)2 + 
2L=2 + ( 0=2)2
=
1
2

2
L
=2

L
  ~k
L
 ~v
2
+ 
2
L
=2 + ( 0=2)
2
(2.60)
ou 
L
= !
L
  !0 est le desaccord du laser a la frequence de resonance.
Cette approximation est correcte uniquement si la variation de vitesse associee a la dyna-
mique externe n'aecte pas de facon signicative la dynamique interne de l'atome, decrite par
les equations de Bloch optiques. Cette condition de validite, appelee condition de raie large
[78], est en general donnee sous la forme :
~2k2
L
2m
 ~ 0 or
~2k2
L
=2m
~ 0
 1; 3  10 3  1 (2.61)
traduisant l'idee que l'energie cinetique de recul lors d'une transition doit rester tres inferieure
a l'energie necessaire pour sortir la frequence du laser en dehors de la largeur naturelle de la
raie.
Lorsque l'atome n'est pas libre mais subit des forces, il faut s'assurer que cette condition est
toujours veriee. Or, nous avons vu (cf. section 1.2) qu'en piege rf quadrupolaire, le mouvement
de l'ion dans l'approximation adiabatique est donne par l'equation (1.41). Selon la direction x,
la vitesse qui en derive est alors :
vx (t) = _Rx (t)
h
1  qx
2
cos (
t)
i
+
qx

2
Rx (t) sin (
t) (2.62)
avec Rx (t) = x0 cos (!xt) (2.63)
ou 
 est la pulsation rf, qx le parametre des equations de Mathieu et x0 l'amplitude maxi-
male du macro-mouvement de l'ion (cf. section 1.1.2). Le terme _Rx correspond a la vitesse du
macro-mouvement de l'ion dans le pseudo-potentiel de frequence caracteristique !x, elle-me^me
proportionnelle a qx
. Parmi les deux autres termes induits par le forcage rf, celui d'ordre domi-
nant en qx est le terme se comportant en sin (
t). Il faut s'assurer que ce terme ne conna^t pas
de variation signicative sur le temps caracteristique de l'interaction laser-atome. Celui-ci est de
l'ordre de la periode de Rabi. La variation maximale du sinus se situe autour de t = n=
. Nous
calculons donc la variation d'impulsion induite par le dernier terme de l'equation precedente,
sur un intervalle de temps de 2=

L
centre autour de t = n=
 :
~P =
mqx

2


L
x0 (2.64)
) k
~Pk2
2m
=
2mq2x

4
2
2
L
x20 (2.65)
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Pour une frequence de piegeage 
=2 = 10 MHz et une pulsation de Rabi 

L
=  0, obtient la
contrainte :
q2x x
2
0 

2
L

4
2~ 0
2m
= 8; 9  10 2 m2 (2.66)
Bien que cette estimation soit grossiere, et considere la conguration dans laquelle le faisceau
laser percoit le changement de vitesse de facon maximale, elle impose une limite severe sur le
domaine d'application du modele lorsque l'on considere un potentiel radio-frequence.
2.3.3 Implementation de l'interaction
Dierentes modelisations du refroidissement Doppler peuvent se trouver dans la litterature.
La plus commune est de modeliser le refroidissement Doppler obtenu avec deux faisceaux lasers
colineaires et contra-propageant, par une force de viscosite ~F =  
L
~v agissant sur les ions
[29, 79, 80]. En l'absence de toute autre force exterieure, la temperature converge vers la limite
Doppler, un terme de chauage est alors rajoute pour empe^cher la temperature de decro^tre
indeniment. Cette modelisation a l'avantage de la simplicite et d'e^tre peu gourmande en temps
de calcul. Son domaine d'application est cependant limite. Nous developperons ce modele plus
en detail dans la partie suivante, dans le but de verier la coherence des resultats obtenus gra^ce
a notre modelisation. Une autre modelisation, possedant un degre de nesse supplementaire,
se trouve dans [81]. Dans celle-ci, une force proportionnelle au taux de diusion R(~x;~v) des
photons par les atomes agit a chaque instant et modelise l'absorption des photons par l'atome.
Les photons emis de facon spontanee selon des directions aleatoires, dont le nombre est egal
a l'integrale du taux R sur la periode rf, sont ensuite pris en compte par l'ajout d'une force
n'agissant qu'a un unique instant a la n de la periode rf. Une derniere methode numerique
porte le nom de MCWF [82], pour Monte-Carlo Wave-Function, et permet une modelisation
dierente de l'interaction laser-atome. Elle ore une approche du type fonction d'onde pour les
systemes dissipatifs. Cela a l'avantage d'e^tre moins cou^teux en temps de calcul que la resolution
des equations de Bloch optiques lors de l'utilisation de la matrice densite. Cette methode n'est
pas directement applicable a la dynamique moleculaire, et le developpement donne dans [82] ne
prend pas en compte la dynamique externe des ions. Elle se rapproche neanmoins de la solution
que nous avons choisie pour implementer le refroidissement Doppler dans le programme, par la
facon stochastique dont sont traites les phenomenes d'absorption et d'emission spontanee.
L'implementation que nous avons adoptee est issue de l'interpretation corpusculaire de l'in-
teraction laser-atome. Nous modelisons l'eet de cette interaction par le phenomene de recul
que subit un atome lorsqu'il absorbe ou emet un photon. Cela se traduit par un saut instantane
dans l'espace de l'impulsion de l'atome. Dans cette version, nous considerons un champ laser
parfaitement monochromatique et d'intensite uniforme sur l'ensemble du volume d'interaction
laser-atomes. Cette approximation n'est pas indispensable au fonctionnement de l'algorithme
et peut aisement e^tre modiee en changeant la constante 

L
en une fonction de ~r ayant un
prol gaussien par exemple. Les deplacements des raies lies a l'eet Stark provenant du champ
electrique de connement et des atomes ionises voisins sont aussi negliges.
Le sous-programme du refroidissement Doppler est appele a chaque pas de temps dt de
la simulation et s'occupe des atomes independamment les uns des autres. Cela rend possible
la parallelisation de l'algorithme. A chaque atome est associee une variable caracterisant
son etat, fondamental ou excite, et un test eectue en debut du sous-programme sur cette
variable permet d'agir en consequence. Un generateur de nombres aleatoires, de loi uniforme
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atome e´tat initial
excite´ ?
nonoui
de´sexcitation? excitation ?
atome e´tat final
oui non
oui non
rdm <
Ω
2
L
/4
(δ
L
−
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L
·~v )
2
+Ω2
L
/2+(Γ
0
/2)2
Γ0 dt
rdm > exp (−Γ0 tex)
δ~v = ~~k
L
/m
tex = dt
δ~v = ~k0m
−−→
rdm tex = tex + dt
avec |
−−→
rdm | = 1
Figure 2.2 { Organigramme du sous-programme modelisant le refroidissement Doppler.
sur l'intervalle [0; 1], genere le nombre rdm.
Si l'atome est trouve dans son etat fondamental, ce nombre est compare a la probabilite
d'excitation de l'atome sur l'intervalle de temps dt. Nous supposons que le regime stationnaire
de l'interaction laser-atome est atteint. Dans ces conditions, le taux d'excitation est egal au taux
de desexcitation, ce dernier etant la somme du taux de desexcitation par emission spontanee
Rsp, et de desexcitation par emission stimulee Rst. Or, lors d'une desexcitation par emission
stimulee, l'impulsion acquise par l'atome lors de l'absorption du photon est restituee a l'onde
laser, resultant en un eet nul sur l'impulsion de la particule. Nous ne prenons donc en compte
que le taux de desexcitation spontanee. Ainsi, la probabilite d'excitation d'un atome pendant
l'intervalle de temps dt est donne par :
Pe (~v; dt) =  0 ee (~v) dt (2.67)
ou ee (~v) est donnee en equation (2.60). Si rdm est superieur a Pe (~v), l'atome reste dans son
etat fondamental, cela n'a aucune consequence sur cet atome et le sous-programme s'occupe
alors de l'atome suivant. Si au contraire rdm < Pe (~v), il y a excitation de l'atome : la variable
d'etat est changee a \excite" et la vitesse ~v de l'atome est instantanement changee en ~v+~~k
L
=m
modelisant l'absorption du photon. Un compteur tex, propre a chaque atome et calculant le
temps passe dans l'etat excite, est initialise a la valeur du pas de temps d'integration dt.
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Si, au contraire, l'atome est trouve dans l'etat excite au debut du sous-programme, le nombre
rdm est utilise pour eectuer un test de desexcitation. La loi de probabilite utilisee est une loi
de type decroissance exponentielle / exp (  0tex), ou la constante de temps est donnee par
la largeur naturelle de la raie. Si rdm est inferieur a exp (  0tex) l'atome reste dans l'etat
excite et le temps tex est incremente de la duree d'un pas de temps dt. En revanche, si rdm >
exp (  0tex), alors l'atome retourne dans l'etat fondamental et sa vitesse ~v est instantanement
changee en :
~v +
~!0
mc
  !
rdm (; ) ; avec k  !rdm (; ) k = 1 (2.68)
ou
  !
rdm (; ) est un vecteur unitaire de direction aleatoire suivant une loi de distribution
uniforme sur la sphere, representant la direction opposee a celle du photon emis.
Sous cette forme, la loi de probabilite de desexcitation spontanee n'est pas markovienne, et
n'est donc pas correcte. La condition permettant la desexcitation a ete remplacee, a posteriori,
par rdm < exp (  0dt). Les tests presentes dans la section suivante ont ete realises en utilisant
la loi non markovienne. Ces me^mes tests ont ete refaits avec le nouvel algorithme et un accord
identique a ete obtenu.
Dans cette modelisation, nous avons neglige la variation de la longueur d'onde du photon
emis due a l'eet Doppler. La variation relative est donnee par :
jkj
k0
=
j!j
ck0
=
j~k0  ~vj
ck0
 v
c
(2.69)
Nous considerons la vitesse des ions egale a la vitesse quadratique moyenne v =
p
3kBT=m.
Pour un atome de calcium de temperature T = 1000 K, on obtient k=k0 < 2; 610 6, conrmant
que la variation du vecteur d'onde peut e^tre negligee.
Les etapes successives de l'algorithme sont recapitulees sur l'organigramme de la gure 2.2.
Refroidissement par plusieurs lasers
Nous souhaitons pouvoir simuler l'interaction avec au moins trois lasers fonctionnant simul-
tanement, de facon a pouvoir les repartir sur chaque direction de l'espace si necessaire. Pour
cela, nous nous placons dans le regime lineaire. Celui-ci correspond au domaine des faibles in-
tensites (
2
L
  20) et permet de traiter la reponse de chaque laser de facon independante, en
negligeant les eventualites telles qu'un atome puisse e^tre excite par un laser et se desexciter de
facon stimulee par un autre laser. Cela permet aussi de sommer les probabilites d'excitation de
chaque laser.
L'action de chaque laser etant consideree independante, nous devons determiner une facon
correcte de gerer les priorites lors du processus d'excitation. Deux procedures apparaissent
de facon logique. La premiere consiste a calculer la probabilite d'excitation de l'atome par
chacun des lasers. Le laser correspondant a la plus grande probabilite d'excitation eectue le
test d'excitation en premier, et ainsi de suite, les tests s'eectuant par valeur decroissante de la
probabilite. Cette methode semble biaisee car elle favorise les excitations par le laser se trouvant
le plus a resonance, c'est-a-dire celui permettant la plus grande deceleration ou la plus faible
acceleration. De plus, cette methode a le desavantage d'eectuer les calculs de probabilites de
tous les lasers, quel que soit le resultat des tests.
Une autre facon de proceder est de laisser les priorites s'eectuer au hasard. De ce fait, on
ne doit calculer la probabilite d'excitation que lorsque le test d'excitation du laser precedent a
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echoue, mais cela requiert l'appel au generateur de nombres aleatoires consommant du temps
de calcul.
Les tests eectues, identiques a celui detaille dans la section suivante, penchent de facon
claire en faveur de la seconde solution, pour laquelle la priorite s'eectue de facon aleatoire.
C'est donc cette implementation que nous utilisons dans la suite.
2.3.4 Validation de la modelisation
Valider une modelisation est l'etape la plus importante dans l'elaboration d'un programme
informatique. En eet, bon ou mauvais, l'execution d'un algorithme mene toujours a un
resultat. A notre charge de verier sa coherence et, si possible, d'estimer l'erreur commise.
Dans le but de valider notre implementation de l'interaction laser, nous nous placons dans le
cadre de plusieurs approximations qui permettent de developper un modele analytique soluble
de l'interaction laser-atome : le modele de la force de viscosite. Nous pourrons ainsi verier
l'accord du resultat numerique avec ce que predit le modele analytique.
Sous certaines conditions, l'action de deux faisceaux laser contra-propageant interagissant
avec un atome produit un eet moyen comparable a une force de viscosite, appelee melasse
optique. Le developpement complet de cette approximation peut e^tre trouve dans la publication
de P.D. Lett et al. [57], de laquelle nous reportons ici les resultats qui nous sont necessaires.
Lorsqu'un faisceau laser de vecteur d'onde ~k
L
interagit avec un atome, ce dernier est soumis
a une succession de cycles d'absorption puis d'emission de photons. Ainsi que nous l'avons ex-
plique en introduction, chaque photon absorbe par l'atome change son impulsion de la quantite
(p)ex = ~~kL , alors que les photons emis par desexcitation spontanee, du fait du caractere
isotrope du phenomene, n'aectent pas (en moyenne) l'impulsion de l'atome et
 
p

sp
= 0 (les
photons d'emission stimulee sont pris en compte dans le phenomene de saturation de l'absorp-
tion). Ainsi, l'eet moyen resulte en une force ~F
L
, proportionnelle a l'impulsion transferee par
chaque photon absorbe, ~~k
L
, et au nombre d'emissions spontanees par unite de temps, Rsp, telle
que :
~F
L
= ~~k
L
Rsp = ~~k
 0
2

2
L
=2

L
  ~k
L
 ~v
2
+ 
2
L
=2 + ( 0=2)
2
(2.70)
Si deux lasers sont colineaires et contra-propageants, la force totale resultante dans la limite des
faibles intensites (

L
  0=
p
2) est donnee par la somme de leur force moyenne respective.
Lorsque le desaccord Doppler est tel que jk
L
vj   0 et jkLvj  jLj, la force totale se met
sous la forme :
~Ftot = L ~k  0

2
L
( 0=2)
2 + 2
L
2 k~v== =  L ~v== (2.71)
ou ~v
==
est la projection de la vitesse de l'atome sur l'axe de propagation des faisceaux laser.
Dans la suite, nous reduisons l'espace a l'unique direction de propagation des lasers. Ainsi, la
variation d'energie cinetique induite par cette force moyenne a chaque instant est donnee par :
dEc
dt

cool
= ~Ftot  ~v== =  L v2== (2.72)
Cette perte d'energie resulte uniquement de l'eet moyen de l'absorption des photons par les
atomes, autrement dit des excitations, puisque l'eet de l'emission spontanee se moyenne a
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zero. Cependant, si l'eet de l'emission spontanee resulte en un eet moyen nul sur l'impulsion, 
p

sp
= 0, il n'en est pas de me^me sur le carre de cette derniere pour laquelle on peut montrer
que chaque cycle d'absorption-emission de photon produit une variance sur l'impulsion qui,
dans le cas unidimensionnel, est egale a :
p2

sp
= 2~2k2; (2.73)
ou le facteur 2 rend compte du fait que lors d'un cycle, la variation de l'impulsion est due
a un phenomene d'absorption et un phenomene d'emission spontanee. La variation d'energie
cinetique par unite de temps qui en derive, heat, est proportionnelle a cette variance et au
taux d'emission spontanee. Dans le regime stationnaire et dans le cadre des approximations
precedentes, le taux d'emission spontanee est le double de celui obtenu avec un unique laser,
soit 2Rex, ou Rex est deni par l'equation (2.70), on obtient alors :
heat =

dEc
dt

heat
=
1
2m

p2

sp
2Rex =
~2k2
m
 0
2

2
L
( 0=2)
2 + 2
L
(2.74)
La variation de l'energie cinetique au cours du temps est alors donnee par :
dEc
dt

=

dEc
dt

cool
+

dEc
dt

heat
(2.75)
dont la resolution conduit a une solution analytique de l'evolution de la temperature :
T (t) = Ti exp

 2
m
t

+ Tst

1  exp

 2
m
t

(2.76)
avec, Tst =
m heat
kB 
=   ~
2kB L

( 0=2)
2 + 2
L

(2.77)
ou Ti et Tst sont respectivement la temperature initiale et la temperature limite stationnaire.
On deduit de cette derniere la plus basse temperature accessible, atteinte pour un desaccord
laser 
L
=   0=2, et nommee temperature Doppler TD :
TD =
~ 0
2kB
(2.78)
Le modele etabli, nous procedons au test de l'algorithme. Il consiste a simuler de facon unidi-
mensionnelle, un gaz parfait dans une melasse optique. La restriction sur la dimension permet
d'utiliser de facon immediate les resultats precedents et l'hypothese du gaz parfait signie
que nous ne prenons en compte ni interactions entre particules, ni connement. Les valeurs
numeriques utilisees dans le programme sont approximees a  0 = 143106 s 1 et 0 = 397 nm.
Avec ces valeurs, la temperature limite Doppler attendue est TD  0; 546 mK. Le pas de
temps de la simulation est pris a dt =   10 =10 = 0; 7 ns. Nous nous placons dans le domaine
des approximations precedentes :


L
  0=
p
2 (2.79)
jk
L
vj  j
L
j =  0
2
, T  32mK (2.80)
Ainsi, la puissance de chaque laser est choisie telle que 

L
= 0; 1  0=
p
2. Nous simulons un
ensemble de 10000 particules dont les vitesses initiales correspondent a une distribution ther-
mique de temperature Ti = 1 mK. Nous choisissons un desaccord laser xe, L =   0=2. Dans
x 2.3 Modelisation du refroidissement Doppler 47
ces conditions, la valeur theorique du coecient de viscosite est 
Lth = 2; 64 10 22 kg.s 1, et la
temperature stationnaire attendue est la temperature Doppler Tst th = TD. Le resultat obtenu
est donne en gure 2.3, sur laquelle est tracee l'evolution de la temperature du gaz parfait. Le
t de cette courbe est ensuite realise avec la fonction donnee en equation (2.76). Les parametres
obtenus sont :
num = 2; 72  10 22 kg.s 1 et Tst num = 0; 548 mK (2.81)
soit une erreur relative de l'ordre de 3% sur le coecient de viscosite , et inferieure a 0,4% sur
la temperature stationnaire. Bien que cette modelisation de l'emission spontanee ne soit pas
Markovienne, elle constitue un tres bon accord avec les previsions theoriques du modele de la
melasse optique 1D. Ce test valide l'implementation du refroidissement Doppler pour les faibles
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Figure 2.3 { Temperature d'un gaz parfait de 10000 particules dans une melasse optique 1D.
La ligne en pointilles rouges est le resultat du t de la courbe de temperature.
intensites et faibles vitesses. Il sera cependant faux dans le domaine des hautes intensites pour
lequel les approximations precedemment eectuees ne sont plus valables. La gure 2.4 montre
le comportement du taux d'excitation par atome sur un domaine de 

L
s'etendant au dela de
l'applicabilite de l'algorithme. Nous voyons qu'a saturation de la transition, le taux depasse la
limite de  0=2. Ceci est du^ au traitement des priorites lors des tests d'excitation, qui considere
chaque laser de facon independante. L'algorithme induit une convergence vers 3 0=4. Cette
limite n'est pas atteinte sur la gure car le test a ete realisee avec un pas de temps dt = 10 9 s,
ce qui diminue le nombre d'excitations eectives (voir remarques sur l'implementation ci-apres).
Lorsqu'un seul laser est utilise, la limite tend eectivement vers  0=2 pour un pas de temps
susamment petit.
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Figure 2.4 { Taux d'excitation par atome en fonction de la pulsation de Rabi 
L , simule
pour un gaz parfait 1D sous l'action de deux lasers contra-propageant. A satu-
ration de la transition, l'algorithme converge vers un taux superieur a la valeur
theorique  0=2.
Remarque sur l'implementation
Nous devons e^tre vigilants sur le fait que pour modeliser le recul de l'atome, nous sommons
des quantites de grandeurs qui peuvent e^tre tres dierentes. Cela ne pose pas de probleme dans
un calcul analytique, mais il n'en est pas de me^me dans le numerique ou nous pouvons nous
heurter au epsilon machine "m. Par denition, "m est le plus grand reel tel que 1 + "m = 1.
La commande du langage ForTran retournant la valeur de l'epsilon machine est epsilon(v)
ou v est une variable donnant le type (entier ou reel), ainsi que le codage (nombre de bits), a
retourner. La machine sur laquelle les calculs sont eectues retourne la valeur  2; 22  10 16
pour le type reel en double precision (64 bits) avec lequel nous travaillons. Ainsi, pour que l'eet
soit correctement pris en compte, le rapport de la vitesse de recul de l'atome du^ au photon sur
la vitesse de l'atome, "R, doit e^tre tres superieur a cette valeur :
v + ~k0=m
v
= 1 + "R avec "R  "m (2.82)
Or, la vitesse de recul d'un atome lors de l'absorption d'un photon est ~k0=m  2; 51 10 2 m.s 1.
Pour que l'eet soit correctement pris en compte, la composante de la vitesse de l'atome dans
l'axe du laser doit e^tre telle que :
v  2; 51 10
 2
2; 22 10 16
 1014 m.s 1; (2.83)
qui est de plusieurs ordres de grandeurs superieure a la vitesse de la lumiere dans le vide.
Une seconde problematique concerne le choix du pas de temps dt. Celui-ci doit e^tre su-
samment petit pour que l'eventualite d'un atome subissant deux excitations pendant le me^me
pas de temps soit proche de zero. Or, le taux d'excitation saturant a  0=2 avec l'augmentation
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de l'intensite laser, cela se traduit par dt  2  10 . Le test precedent donne des resultats tres
satisfaisant pour dt =   10 =10 = 0; 7 ns. Par la suite, nous emploierons souvent un pas de
temps superieur a cette valeur, egal a dt = 1 ns. Reproduisant le test precedent pour les me^mes
parametres, on obtient pour cette valeur du pas de temps une erreur relative = =  3; 4%,
traduisant le fait que des interactions non realisees induisent un taux de refroidissement inferieur
a ce qu'il devrait e^tre. Cependant, en valeur absolue, cette erreur n'est pas superieure a celle
obtenue avec le pas de temps precedent. L'erreur relative sur la temperature stationnaire, quand
a elle, augmente a Tst=Tst  0; 7%, correspondant a Tst num = 0; 550 mK, ce qui demeure une
erreur acceptable.
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2.4 Mesure de la temperature
Dans cette section, nous explicitons l'algorithme utilise pour la mesure de la temperature
des ions. En piege radio-frequence, le champ electrique rf est a l'origine d'un mouvement force
des particules, appele micro-mouvement (cf. 1.2). Il a ete montre au moyen de simulations de
dynamique moleculaire, originellement par J.D. Prestage et al. [28] en piege de Paul, puis par
J.P. Schier et al. [83] en piege lineaire, que la soustraction de l'energie cinetique associee au
micro-mouvement des ions, lors du calcul de la temperature, permet de denir une temperature
eective en accord avec les predictions obtenues de modeles utilisant des champs statiques.
La temperature eective ainsi denie prend uniquement en compte la contribution du macro-
mouvement a l'energie cinetique des particules. La contribution du micro-mouvement peut e^tre
vue comme non-thermique, puisqu'elle n'est pas liee a un mouvement microscopique desordonne
(chaos moleculaire) des particules.
La soustraction de la contribution non-thermique s'eectue en calculant la vitesse moyenne
de chaque ion sur un intervalle de temps correspondant a une periode rf. Dans les publications
[28] et [83], cette vitesse moyenne, que nous appelons vitesse thermique et notons ~vth, est
calculee de facon complexe et a chaque pas de temps, a partir de la dierence des positions
moyennes (moyennees sur les precedents pas de temps totalisant une periode rf) de chaque ion,
prises a un pas de temps d'intervalle. Cet algorithme est detaille dans l'article [28].
La mesure de temperature que nous avons choisie d'implementer dans le programme est
dierente de la precedente car la vitesse thermique est obtenue par une moyenne directe de la
vitesse de la particule sur une periode rf. De facon generale, toute grandeur dite \thermique"
sera calculee ainsi, au moyen de cet algorithme.
2.4.1 Temperature en piege radio-frequence
Pour un systeme de particules ponctuelles sans degres de liberte internes, la temperature se
reduit a une moyenne sur le nombre de particules, et par degre de liberte, de l'energie cinetique
de mouvements desordonnes.
3
2
k
B
T =
1
2Np
NpX
i=1
mi
 
v2x i + v
2
y i + v
2
z i

=
1
2Np
NpX
i=1
mik~vik2 = 1
2


m k~vk 2 (2.84)
ou la derniere egalite denit la notation utilisee pour representer les moyennes sur le nombre de
particules. Ainsi nous pouvons denir une temperature sur chaque degre de liberte du systeme :
1
2
k
B
Tx =
1
2


m vx
2

(2.85)
Si le systeme n'est pas au repos par rapport au referentiel dans lequel on eectue la mesure,
l'energie cinetique du mouvement global du systeme doit e^tre retranchee a l'energie cinetique
mesuree :
3
2
k
B
T =
1
2


m k~vk 2  k hm ~vi k2= hmi	 (2.86)
Cela equivaut a retrancher l'energie provenant du mouvement du centre de masse (c.m.) du
systeme. Dans cette partie, nous utilisons les notations suivantes :
{ ~xi (~vi) est la position (vitesse) de la particule i par rapport a l'origine du piege.
{ ~x
CM
(~v
CM
) est la position (vitesse) du centre de masse du systeme par rapport a l'origine
du piege.
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{ ~Xi (~Vi) est la position (vitesse) de la particule i relativement au centre de masse.
Avec ces notations, nous avons donc :
~xi = ~xCM +
~Xi (2.87)
~vi = ~vCM +
~Vi (2.88)
ou
~x
CM
=
PNp
i=1 mi ~xiPNp
j=1 mj
=
hm ~x i
hmi et ~vCM =
PNp
i=1 mi ~viPNp
j=1 mj
=
hm ~v i
hmi (2.89)
Nous reformulons la temperature a l'aide de ces nouvelles notations :
hm ~v i = hmi ~v
CM
(2.90)

m k~vk 2 = hmi k~v
CM
k 2 +
D
m k~V k 2
E
(2.91)
car, par denition du centre de masse :
D
m ~V
E
= ~0 . Nous pouvons alors ecrire la temperature
en fonction des coordonnees dans le referentiel du centre de masse :
3
2
k
B
T =
1
2


m k~vk 2  k hm ~vi k2= hmi	 = 1
2
D
m k~V k 2
E
(2.92)
La denition precedente de la temperature se resume a une moyenne sur le nombre de particules,
et par degre de liberte, de l'energie cinetique dans le referentiel du centre de masse, sous la
condition implicite que les mouvements soient desordonnes par nature ou thermiques. Il faut
alors s'aranchir de tous les mouvements non thermiques pouvant survenir dans ce referentiel.
Deux types de mouvements d'ensembles laissent la position du c.m. invariant et n'ont donc pas
ete deduits au prealable :
{ les mouvements de respiration du systeme centres sur le c.m.
{ les mouvements de rotations du systeme centres sur le c.m.
Le forcage radio-frequence est source de mouvements de respiration periodiques non isotropes
(le micro-mouvement). Pour s'aranchir de ce phenomene, nous allons moyenner la mesure des
grandeurs ~g sur la periode du champ rf, rf . Ce sont ces grandeurs moyennes, notees ~g , que
nous utiliserons pour le calcul de la temperature. Ainsi, si Nrf est le nombre de pas de temps
t constituant une periode radio-frequence, nous obtenons :
~g (t+ rf) =
1
rf
Z t+rf
t
~g (t0) dt0 =|{z}
num
1
Nrf
Nt+NrfX
j=Nt
~g (j t) (2.93)
Les mouvements de rotations du systeme sont possibles selon les trois axes du piege. Pour
l'exemple, nous nous aranchirons seulement d'une rotation selon l'axe z. La gure 2.5 presente
l'eet d'une telle rotation sur la courbe de temperature. Celle-ci correspond a un ensemble de
100 ions refroidis par laser dans un piege quadrupolaire lineaire. La structure d'ions conna^t un
mouvement de rotation d'axe z qui sera rencontre dans le chapitre 3. Les composantes Lx et
Lz du moment cinetique total sont donnees en gure 2.6 pour comparaison. Sur cette derniere
gure, le comportement de la courbe de Lz est identique a celui de la temperature, indiquant
que l'energie cinetique utilisee pour le calcul de la temperature comporte la part non-thermique
due a la rotation. Pour eliminer cette contribution, nous ecrivons la vitesse d'une particule dans
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Figure 2.5
Courbes des temperatures dans chaque direction de
l'espace d'un ensemble d'ions subissant une rotation
solide d'axe z. L'algorithme utilise ici ne soustrait pas
l'energie cinetique due a la rotation.
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Figure 2.6
Composantes x et z du moment cinetique total de
l'ensemble d'ions. Le comportement de Lz temoigne
de l'existence d'une rotation dans le plan (x; y) de
l'ensemble de la structure.
le referentiel du c.m. en coordonnees cylindriques (R;; Z) :
~Vi = _Ri bRi + Ri _i bi + _Zi bZi (2.94)
Dans ce systeme de coordonnees, il est aise de s'aranchir d'une eventuelle rotation globale
d'axe z du systeme. Il sut de retrancher la vitesse de rotation moyenne


_

a la vitesse de
chaque particule :
~v
thi =
~Vi = _Ri bRi + Ri  _i   
 _ bi + _Zi bZi (2.95)
avec, 

_

=


LZ=
 
m R2

=
1
Np
NpX
i=1
Xi _Yi   Yi _Xi
X2i + Y
2
i
=

X VY   Y VX
X2 + Y 2

(2.96)
Par simplicite, nous continuerons a noter


_

la vitesse de rotation moyenne dans les equations
exprimees en coordonnees cartesiennes, utilisant l'equation (2.96) pour sa denition.
Si _x
thi, _ythi et _zthi sont les composantes de la vitesse thermique de la i
eme particule, l'equation
(2.95) et les relations de transformation du systeme de coordonnees polaires au systeme
cartesien, permettent d'exprimer les composantes de la vitesse thermique an de denir Tx,
Ty et Tz.
_x
thi =
0@ _Ri Xi  Ri

_i  


_

Yi
Ri
1A = _Xi + Yi 
 _ (2.97)
_y
thi =
0@ _Ri Yi +Ri

_i  


_

Xi
Ri
1A = _Yi   Xi 
 _ (2.98)
_z
thi =
_Zi (2.99)
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Nous pouvons maintenant denir les trois grandeurs que nous assimilons a la temperature des
ions en piege radio-frequence :
1
2
kB Tx =
1
2


m _x 2
th

=
1
2Np
NpX
i=1
mi

_Xi + Yi


_
2
(2.100)
1
2
kB Ty =
1
2


m _y 2
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=
1
2Np
NpX
i=1
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
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1
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m _z 2
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=
1
2Np
NpX
i=1
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
_Zi
2
(2.102)
De facon similaire, nous pouvons denir les temperatures T et T associees aux composantes
du mouvement decompose dans le systeme de coordonnees cylindrique. Pour cela, nous utilisons
de nouveau le repere du centre de masse :
1
2
kB T =
1
2Np
NpX
i=1
mi
8<:
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2
i
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(2.103)
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(2.104)
et nous verions que T + T = Tx + Ty.
2.4.2 Remarques sur l'implementation
La premiere remarque concerne les erreurs generees par la soustraction de la rotation solide.
En eet, le calcul du terme


_

est susceptible de generer des divergences lorsqu'une particule
se trouve trop pres de la position du centre de masse. Cela arrive frequemment lorsque les ions
evoluent au sein d'un piege quadrupolaire, pour lequel la densite de particule est homogene
a basse temperature, et notamment au centre du piege ou se situe le centre de masse. Il est
alors indispensable d'utiliser dans le me^me temps un algorithme de mesure de temperature
qui n'eectue pas la soustraction d'un eventuel mouvement de rotation solide, et sert ainsi de
reference lorsque d'autres grandeurs, par exemple le moment cinetique, ne traduisent pas la
presence d'une rotation d'ensemble du systeme.
La seconde remarque concerne la realisation de mesures de temperatures moyennees sur des
intervalles de temps superieurs a la periode rf (ces intervalles devant rester des multiples de cette
periode). Considerons que nous souhaitions obtenir la temperature moyennee sur un intervalle
de temps t equivalant a dix periodes rf. Nous aurions pour cela deux possibilites. La premiere
est de calculer une temperature sur chacune des dix periodes rf constituant l'intervalle. Nous
pouvons alors qualier ces temperatures de "temperatures elementaires" puisque la methode de
calcul presentee dans la section precedente ne permet pas de determiner la temperature en un
temps plus bref que la periode rf. Il s'agit ensuite de calculer la moyenne de ces dix temperatures
elementaires, an d'obtenir la temperature moyenne souhaitee. Nous pourrions aussi decider de
moyenner les grandeurs idoines sur l'intervalle t entier, puis calculer la temperature moyenne
sur l'intervalle a l'aide de ces grandeurs. Nous montrons dans la suite que seule la premiere
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solution est adequate.
Soit ~ la vitesse instantanee corrigee de la rotation dans le referentiel du centre de masse :
~ =

_X + Y


_
 bx +  _Y  X
 _ by + _zMbz (2.105)
telle que ~v
th
= ~.
Soit une temperature elementaire T
rf
denie par :
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Si nous souhaitons conna^tre la temperature moyenne Tk sur k periodes rf, nous procederons
en eectuant la moyenne des k temperatures T
rfj individuelles calculees sur les j = f1; :::; kg
periodes rf :
Tk =
1
k
kX
j = 1
T
rfj (2.107)
En eet, si nous voulions calculer la temperature Tk par l'intermediaire de la vitesse thermique
~~v
th
moyennee sur les k periodes rf, nous obtiendrions une temperature ~Tk denie par :
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Si, pour simplier, le systeme se trouve a l'equilibre thermodynamique, la temperature Tk est
constante quelle que soit la valeur de k, et nous avons alors :
lim
k!1
1
k
Tk = 0 (2.112)
Le terme
P
i6=j hm ~vthi  ~vthji se comporte comme k (k   1) =2  k2 . Ce dernier terme ne
s'annule donc pas lorsque k ! 1 mais ne correspond aucunement a ce que nous attendons
lors d'une mesure de temperature, puisqu'il ne constitue pas une mesure de l'energie cinetique
des particules.
Chapitre 3
Refroidissement Doppler par un unique
laser
Dans ce chapitre, nous etudions de facon numerique le ro^le de l'interaction coulombienne
dans le refroidissement d'un ensemble d'ions connes dans un quadrupo^le lineaire, et soumis au
refroidissement Doppler d'un unique faisceau laser. Les simulations de dynamique moleculaire,
utilisant un potentiel rf ideal ou le pseudo-potentiel associe, montrent que l'ecacite du re-
froidissement depend de facon cruciale du potentiel de connement, xant la morphologie de
l'ensemble d'ions a basse temperature. Des phenomenes de rotations des ensembles d'ions sont
mis en evidence, a la fois dans le potentiel rf et dans le pseudo-potentiel.
3.1 Introduction
La technique du refroidissement Doppler permet de refroidir des atomes ionises jusqu'a des
temperatures de quelques centaines de K selon l'espece atomique (cf. section 2.3.1). Certaines
experiences menees avec des ions pieges utilisent un unique faisceau laser pour eectuer le
refroidissement. Or, il est etabli que le refroidissement Doppler, s'il engendre une diminution
de la temperature selon l'axe du faisceau laser, induit dans le me^me temps un chauage dans
le plan transverse. Ce chauage est du^ au phenomene de re-emission spontanee des photons
qui produit l'analogue d'une marche aleatoire dans l'espace de l'impulsion des particules (cf.
section 2.3.1). L'emission spontanee a lieu selon les trois directions de l'espace, mais seule la
direction de propagation du faisceau laser prote du phenomene d'absorption des photons qui
compense ce chauage. Pour les ions cependant, l'interaction coulombienne entre les particules
permet de coupler les mouvements dans les trois directions de l'espace. Dans la pratique, c'est
ce couplage qui est mis a prot pour refroidir l'ensemble des degres de liberte des atomes
ionises avec un unique faisceau laser.
Cependant, a tres basses temperatures, les structures stables des ensembles d'ions connes
en pieges rf possedent des morphologies tres dierentes suivant les champs auxquels les ions
sont soumis. Le couplage des ions par l'interaction coulombienne s'eectue alors de facons
tres dierentes en fonction, par exemple, de la morphologie de la structure, ou du nombre et
de la disposition des plus proches voisins de chaque ion. Nous souhaitons donc determiner si
le couplage du^ a l'interaction coulombienne est toujours susant pour refroidir un ensemble
d'ions dans les trois directions de l'espace en utilisant un unique laser.
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Concernant les transitions entre structures stables, aussi appelees transitions de phases
de seconde espece, une etude analytique a ete menee dans le cas du quadrupo^le lineaire par
D.H.E. Dubin [10]. Une etude numerique a notamment ete realisee, au moyen de la dyna-
mique moleculaire, par J.P. Schier [11]. Dans celle-ci, les ions sont connes au sein d'un
pseudo-potentiel. Leur energie cinetique est rendue pratiquement nulle par l'application d'un
thermostat dont la temperature est telle que les ions sont ges dans une position d'equilibre
statique, minimisant leur energie potentielle. Cette etude revele que les ions s'organisent de
facons complexes, en dierentes structures, dependant du rapport d'aspect caracterisant le po-
tentiel de connement. L'etude decrite dans [11] a ete realisee dans le cas d'un pseudo-potentiel
a symetrie cylindrique :
	4l =
1
2
m !2r r
2 +
1
2
m !2z z
2 (3.1)
Dans ce cas, le systeme depend uniquement de deux parametres, qui sont le nombre d'ions
connes Np, et le rapport d'aspect du potentiel :
 = (!z=!r)
2 (3.2)
Nous rapportons ici le comportement de ce type de systemes a tres basse temperature, tels
qu'etudies par Dubin et Schier, dont un resume est donne par les schemas de la gure 3.1.
Nous prenons pour exemple un ensemble de 70 ions. Lorsque le rapport d'aspect du potentiel
est susamment petit,  < 1; 5  10 3, la conguration d'energie minimale est une cha^ne
d'ions disposee sur l'axe z. Cette structure a ete observee et interpretee des l'avenement des
pieges lineaires dans [84], puis intensement etudiee par G. Morigi et al. [85{88] ainsi que le
refroidissement de ses degres de liberte longitudinaux [56, 68, 89]. L'intere^t pour ce type de
structures provient du fait que l'ensemble des ions se situe dans une zone ou le champ rf est
nul. Cela permet d'aranchir la dynamique des ions du forcage induit par la radio-frequence,
et procure un support ideal, originellement propose en tant que tel par J.I. Cirac et P. Zoller
dans [18], pour l'implementation de protocoles relevant de l'information quantique.
Pour  > 1; 5  10 3, les ions s'organisent tout d'abord en zig-zag plan (structure 2D).
Cette structure, aussi decrite lors des premieres experiences en pieges rf lineaires dans [84], puis
etudiee successivement par Dubin [10], Fishman [90] et Campo [91], peut aussi s'averer utile
en information quantique du fait des proprietes de ses modes de vibration [92].
A partir de  ' 3; 15 10 3 appara^t une conguration en zig-zag torsade (structure 3D).
Celle-ci est etudie en detail par Schier dans [11]. L'angle de torsion du zig-zag augmente avec
 (cf. gure 3.2).
Pour des valeurs de  de plus en plus grandes, la structure possede une extension 3D
sans organisation remarquable. Ce type de structures a ete obtenu experimentalement et
numeriquement par M. Drewsen dans [25], pour un nombre d'ions tres eleve (> 105 ions). Des
applications de ce type de structures couplees a des cavites QED ont recemment ete proposees
[93].
Pour  > 10, le potentiel est tel que l'ensemble des ions se dispose dans le plan z = 0, et
forme alors un disque plan [94, 95] (structure 2D). A ce stade, augmenter  se traduit par une
dilatation de la structure dans le plan transverse jusqu'au deconnement des ions.
La description precedente est valable dans le cas d'un pseudo-potentiel a symetrie cy-
lindrique. Si cette propriete n'est plus veriee, il est signale dans [11], bien que l'etude n'y
apparaisse pas, que l'organisation spatiale des ions a tendance a s'etendre selon la direction de
moindre raideur du potentiel. Dans ce cas, an de demeurer un parametre pertinent pour la
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a. b. c. d.
Figure 3.1 { Schemas des structures d'equilibre a basse temperature correspondant aux cas :
a. cha^ne d'ions (1D), b. zig-zag (2D), c. zig-zag torsade (3D) et d. disque (2D).
 = 3; 13 10 3 3; 19 10 3 3; 24 10 3 3; 33 10 3
Figure 3.2 { Images dans le plan radial de dierentes structures de 70 ions calculees en
pseudo-potentiel pour des valeurs de  correspondant a des congurations en
zig-zag. Un refroidissement visqueux a ete utilise pour ger les ions dans leurs
positions d'equilibre. L'angle de torsion du zig-zag est apparent. L'isotropie du
potentiel radial engendre une orientation aleatoire de la structure.
description du systeme,  doit e^tre exprime a partir de cette raideur minimale (cf. section 3.2.1).
Dans ce chapitre, nous appuyant sur les etudes realisees precedemment, nous tentons d'ana-
lyser l'ecacite du couplage coulombien pour refroidir les degres de liberte des ions, orthogonaux
a la direction du faisceau laser, au moyen de simulations numeriques. Pour ce faire, nous simu-
lons ces dierents systemes d'ions de facon systematique, partant de conditions initiales pour
lesquelles les ions sont a 1K et en interaction avec le laser. L'energie cinetique des ions dimi-
nuant, la dynamique devient stationnaire. L'energie cinetique n'etant pas, a priori, repartie de
facon isotrope, nous utilisons une temperature telle que denie dans le chapitre 2.4 sur chacune
des trois directions de l'espace. Nous calculons le rapport des temperatures obtenues dans les
directions orthogonales au faisceau laser a celle obtenue selon l'axe du faisceau. Ce rapport des
temperatures stationnaires constitue un indicateur direct de l'ecacite du couplage coulombien
au refroidissement des directions orthogonales au faisceau laser.
Une partie de l'energie cinetique des ions ne transpara^t cependant pas dans la temperature.
Il s'agit de l'energie cinetique du mode commun de vibration des ions au sein du potentiel du
piege, i.e. l'energie cinetique du centre de masse (c.m.). La dynamique de ce dernier joue un
ro^le particulier puisqu'elle est decouplee de l'interaction coulombienne. Une etude anterieure de
son comportement, realisee par G.C. Hegerfeldt [66], montre que le refroidissement du c.m. est
conditionne par la disposition du faisceau laser relativement aux axes propres du potentiel de
piegeage. Pour obtenir un refroidissement eectif selon les trois directions de l'espace, chaque axe
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propre doit posseder une projection non-nulle du faisceau laser. L'etude de l'energie cinetique
du c.m. appara^t complementaire a l'etude du couplage coulombien, nous discutons donc son
comportement dans les dierentes congurations rencontrees.
3.2 Realisation de l'etude
Puisqu'un seul laser est utilise, nous devons choisir sa direction. Pour une direction donnee,
le sens de propagation des photons incidents aecte uniquement la position d'equilibre des
ions par un petit decalage du^ a la pression de radiation. Des faisceaux lasers de directions
identiques mais de sens de propagation opposes sont donc des congurations equivalentes en ce
qui concerne les proprietes du refroidissement. Nous faisons le choix de disposer le laser selon
une direction du plan transverse du piege. Ainsi, nous separons l'etude du couplage des degres
de libertes en deux parties bien distinctes : une partie correspondant au potentiel purement
statique selon la direction longitudinale z, et une partie soumise au forcage radio-frequence
situee dans le plan transverse, de direction orthogonale au faisceau laser.
3.2.1 Les parametres de piegeage
x
y
−V0 (t)+V0 (t)
r
0
φrod
~k
uv
Figure 3.3 { Schema des electrodes rf du piege, tournees d'un angle rod par rapport aux
axes de coordonnees cartesiennes. Le faisceau laser de vecteur d'onde ~k est
oriente selon  x^.
Dans un souci de realisme, nous decidons de simuler un faisceau laser passant entre les
electrodes du piege. Cependant, il est souhaitable de conserver la direction du faisceau sur un
axe du systeme de coordonnee cartesien, an d'eectuer les mesures de temperatures par un
minimum de calculs. Or, la forme de l'expression mathematique du potentiel rf habituellement
utilisee decrit une conguration telle que les electrodes du piege se situent elles aussi sur les
axes du systeme de coordonnees. Nous re-ecrivons donc le potentiel du quadrupo^le lineaire 4l
en fonction d'un angle rod arbitraire, correspondant a la rotation des electrodes par rapport
aux axes du systeme de coordonnees, comme indique sur la gure 3.3.
4l = qeV0 (t)

r
r0
2
cos (2 (  rod))  qeUdc
2z20
 
r2   2z2 (3.3)
=
qeV0 (t)
r20
 
x2   y2 cos (2rod) + 2 xy sin (2rod)  qeUdc
2z20
 
x2 + y2   2z2 (3.4)
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ou V0 (t) = Vdc   Vac cos (
t). Nous notons les directions des electrodes par u^ et v^. Ainsi, les
parametres des equations de Mathieu s'expriment maintenant pour les variables u et v :
qu =   qv = 4 qe Vac
m r20 

2
(3.5)
au =   av = 8 qe Vdc
m r20 

2
(3.6)
En plus du potentiel radio-frequence, nous realisons l'etude en pseudo-potentiel, pour lequel
les structures d'equilibre ont ete obtenues par J.P. Schier lors d'une etude precedente dans
[11]. Le pseudo-potentiel associe 	4l prend une forme simple dans le systeme de coordonnees
(u; v; z) :
	4l =
1
2
m !2r+u
2 +
1
2
m !2r v
2 +
1
2
m !2zz
2 (3.7)
avec, !r =
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!z =
s
2 qe Udc
m z20
(3.9)
Le terme en !z=
 apparaissant dans l'expression de !r correspond a la contribution transverse
du potentiel statique Udc (cf. section 1.1.2). La forme cartesienne que nous implementons dans
le programme s'ecrit :
	4l =
q2e V
2
ac
m r20 

2
x2 + y2
r20
+
qeVdc
r20
 
x2   y2 cos (2rod) + 2 xy sin (2rod)
 qeUdc
2z20
 
x2 + y2   2z2 (3.10)
Nous choisissons une conguration symetrique en positionnant les electrodes a egale distance
de l'axe du faisceau laser, soit rod = =4. Le pseudo-potentiel prend une forme simple pour
cette valeur :
(	4l)jrod=4 =
1
2
m
!2r+ + !
2
r 
2
 
x2 + y2

+
1
2
m
 
!2r+   !2r 

xy +
1
2
m !2z z
2 (3.11)
Avec les notations precedentes, nous denissons le rapport d'aspect du potentiel :
 =

!z
!r 
2
=
1
2
(!z=
)
2
q2u   2au   (!z=
)2
(3.12)
ou !r  est la frequence caracteristique minimale du potentiel dans le plan radial lorsqu'une
asymetrie est appliquee dans ce plan (pour au > 0 soit un potentiel Vdc > 0). Lorsque au = 0,
nous retrouvons le parametre correspondant au cas d'un pseudo-potentiel symetrique utilise
dans [11].
L'etude est realisee en faisant varier le parametre . En pseudo-potentiel, il est demontre
dans [11] que ce type de systeme est decrit de facon complete par l'emploi de deux parametres
uniquement, qui sont le rapport d'aspect du potentiel  ainsi que le nombre d'ions Np. Il est
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donc equivalent de faire varier !z ou !r pour inuer sur . Cependant, en potentiel rf nous
devons aussi tenir compte du parametre qu des equations de Mathieu, qui caracterise l'ampleur
de la dynamique rapide due au champ radio-frequence. Si nous souhaitons pouvoir comparer les
simulations eectuees en potentiel rf, pour dierentes valeurs de , nous devons nous assurer
que qu est toujours le me^me, puisqu'il intervient dans le chauage rf. Or, a qu xe, la seule facon
de faire varier !r est d'inuer sur 
, chose que nous souhaitons eviter puisque la frequence du
champ rf denit une base de temps pour la simulation (par le choix du pas d'integration).
Dans la suite, nous faisons donc varier !z pour changer le rapport d'aspect du potentiel. Nous
choisissons de mener l'etude pour qu = 0; 187, ce qui constitue une valeur realiste. Nous xons

=2 = 10 MHz. A ces deux parametres est associe un pseudo-potentiel radial dont la raideur
est caracterisee (dans le cas isotrope) par !r=2 = 0; 66 MHz. Pour des ions calcium (de masse
m = 40 amu), nous prenons Vac = 480 V et r0 = 2; 5 mm pour obtenir la valeur de qu donnee
precedemment.
3.2.2 Les parametres d'interaction laser
Sauf mention contraire, nous n'utilisons pour realiser l'etude qu'un seul faisceau laser. Le
faisceau laser est tel que le vecteur d'onde des photons ~k
L
s'ecrit :
~k
L
=   k~k
L
k x^ (3.13)
Pour un refroidissement eectif en potentiel rf, la puissance du laser doit e^tre susamment
importante pour que le taux de refroidissement soit superieur au taux de chauage induit par
la radio-frequence. Or, le chauage rf depend de la temperature des ions. De ce fait, a su-
samment basse temperature, il n'est pas le phenomene limitant le refroidissement. Le chauage
stochastique du^ a l'emission spontanee des photons devient l'eet preponderant. Celui-ci est
d'autant plus faible que la puissance laser diminue. Ainsi, une fois la barriere du chauage rf
franchie, la puissance laser peut e^tre baissee dans le but d'atteindre la temperature Doppler.
Il n'est pas primordial pour notre etude d'atteindre la limite Doppler. Par simplicite, nous
decidons d'utiliser la me^me puissance laser quelle que soit la temperature des ions. Celle-ci est
choisie en xant la valeur de la pulsation de Rabi a 
r =  0, ce qui est une valeur susante
pour franchir la barriere du chauage rf. Nous xons le desaccord laser a 
L
=   0=2 ce qui
est le desaccord optimum pour le refroidissement, lorsque la temperature des ions est inferieure
au kelvin. Avec ce choix de parametres, les simulations eectuees en pseudo-potentiel montrent
que la temperature minimale atteignable selon la direction de refroidissement est 1 mK.
3.2.3 Realisation d'une statistique
Nous eectuons pour chaque systeme (Np ; ) un ensemble de 15 simulations partant de
conditions initiales dierentes. Une fois les temperatures stationnaires obtenues pour chaque
simulation, nous realisons une statistique de facon automatique au moyen d'un programme
developpe a cette occasion. Ce programme fonctionne comme suit : Nous disposons d'un en-
semble de courbes fTi (t)g ou  2 fx; y; zg et i 2 f1; 2; :::; 15g. Insistons sur le fait que, ces
courbes correspondant a des temperatures moyennes stationnaires, la temperature instantanee
uctue dans le temps autour d'une valeur moyenne. Ces uctuations (au moins dans le cas du
pseudo-potentiel) sont en grande part dues au nombre de particules ni, et pluto^t faible, que
nous employons dans les simulations. Nous sommes donc tres loin de la limite thermodyna-
mique. En consequence, nous realisons une premiere moyenne temporelle a la suite de laquelle
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nous obtenons un ensemble de temperatures moyennes fTig. C'est a partir de ces valeurs que
nous eectuons la statistique. Nous calculons le rapport moyen des temperatures hT =T xi, ainsi
que l'ecart type de ce rapport  :
T 
T x

=
1
15
15X
i=1
T i
T xi
2 =
1
15
15X
i=1

T i
T xi
2
 

T 
T x
2
(3.14)
3.3 Resultats en pseudo-potentiel
3.3.1 Potentiel radial isotrope
Cette partie de l'etude peut e^tre directement comparee au travail eectue par J.P. Schier.
Bien que le chauage rf soit inexistant en utilisant ce potentiel statique, l'emploi du refroi-
dissement Doppler pour eectuer les simulations ne permet pas d'atteindre des temperatures
aussi basses que celles obtenues dans [11] au moyen d'un thermostat. Cependant, les structures
que nous obtenons sont en bon accord avec celles trouvees precedemment, aux uctuations
thermiques pres. Cela est illustre par les images des positions instantanees des particules en
gure 3.4. Il s'agit d'un systeme de 70 ions dans un pseudo-potentiel deni par  = 0; 9110 3.
x
y
z x
Figure 3.4 { Images des positions instantanees d'un ensemble de 70 ions dans un pseudo-
potentiel deni par  = 0:91  10 3 et refroidis par un laser aligne sur l'axe
x. L'image montre une zone d'etendue spatiale de 10 m selon x et y, et de
1200 m selon z.
Pour cette valeur, la structure stable attendue a tres basse temperature [11] est une ligne d'ions.
Ce que nous obtenons est une conguration lineaire des ions, dont l'amplitude du mouvement
thermique appara^t de facon evidente selon l'axe y qui n'est pas refroidi directement par laser. Il
en est de me^me selon l'axe z mais la disposition des ions masque le phenomene. Une simulation
de ce que fournirait une camera CCD est donnee en gure 3.5 et revele que cet elargissement
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est experimentalement observable dans le plan (y; z) (image du bas de la gure 3.5). Cepen-
dant, la cause de cet elargissement n'est pas uniquement thermique mais est en partie du^ au
mouvement du centre de masse. L'ecacite du refroidissement en fonction du parametre , et
pour dierents nombres d'ions, est caracterisee par les courbes des rapports des temperatures
en gure 3.6.
Figure 3.5 { Simulation d'images CCD. Le systeme est un ensemble de 70 ions pieges dans
un pseudo-potentiel deni par  = 10 3 et refroidis par laser selon l'axe x. La
longueur d'un pixel est 1 m et l'image est integree sur un temps de 10 ms.
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Figure 3.6 { Temperatures relatives (a) Ty=Tx et (b) Tz=Tx pour un systeme dans l'etat
stationnaire, de 35 ions (ligne verte), 70 ions (points-tirets rouges) et 140 ions
(pointilles noirs). Les lignes verticales en tirets noirs separent les dierentes
congurations dans le cas du systeme a 70 ions.
Lorsque la structure stable attendue est une ligne d'ions, les directions y et z ne sont pas
refroidies et le rapport des temperatures stationnaires peut depasser 200. La temperature at-
teinte dans la direction du laser est tres proche de la temperature Doppler (0,5 mK pour le
Calcium). La majeure partie de l'amplitude du mouvement du mouvement des ions est alors
contenue dans le plan (y; z).
x 3.3 Resultats en pseudo-potentiel 63
Pour des valeurs de  correspondant aux structures en zig-zags plans, le couplage entre les
dierentes directions est de plus en plus ecace et une importante decroissance du rapport des
temperatures est observee. La structure obtenue est tres instable du fait des mouvements ther-
miques, et l'ecart entre les deux bras du zig-zag est uctuant (voir gure 3.7). Les simulations
d'images CCD de ce systeme permettent de mettre en evidence l'amplitude des bras du zig-zag
(voir gure 3.8). Cependant, la structure conna^t des rotations d'axe z et de sens aleatoire, ce
qui resulte sur la gure 3.8 en une zone oue remplissant l'interieur des bras du zig-zag. Il est
alors impossible de faire une dierence claire entre zig-zag plan et zig-zag torsade.
y
z x
Figure 3.7 { Images de la dynamique instantanee d'un ensemble de 70 ions dans un pseudo-
potentiel deni par  = 2:17  10 3 et refroidis par un laser aligne sur l'axe
x. L'image montre une zone d'etendue spatiale de 10 m selon x et y, et de
1200 m selon z.
Une distinction claire de la transition du zig-zag plan au zig-zag torsade est donc impossible
dans notre cas. Neanmoins, il appara^t que la structure est de moins en moins uctuante a
mesure que le parametre  augmente. Cela permet de distinguer de facon nette des structures
en zig-zags torsades dont les angles de torsion sont susamment eleves (de l'ordre de ). Cela
se traduit sur la gure 3.6 par un rapport des temperatures tres proche de l'unite dans le
domaine du parametre  pour lequel des structures 3D sont attendues. Les rotations aleatoires
d'axe z sont cependant toujours presentes.
Lorsque  atteint des valeurs pour lesquelles les ions se disposent en une structure plane
dans le plan radial (x; y), on constate une brusque remontee du rapport Tz=Tx. Cela s'interprete
par le fait que, dans cette conguration particuliere, le mouvement des ions dans la direction
z est couple aux autres directions uniquement par l'amplitude du mouvement thermique.
Ainsi, plus le potentiel est raide dans la direction z (i.e. plus la valeur de  est grande), plus
la temperature Tz des ions doit e^tre importante pour que l'amplitude de leurs mouvements
thermiques selon z soit susante pour permettre le couplage aux autres directions. Ce couplage
permet alors l'obtention d'une temperature stationnaire dans la direction z.
Dans cette section, nous avons montre que le refroidissement d'un ensemble d'ions connes
dans un pseudo-potentiel a symetrie cylindrique depend de facon importante du rapport d'as-
pect . Seul le couplage coulombien des ions formant des structures d'etendue spatiale tri-
dimensionnelle permet l'obtention d'une temperature isotrope. Quelle que soit la valeur du
rapport d'aspect, l'energie cinetique du centre de masse est reduite uniquement selon la direc-
tion du faisceau laser. Comme nous l'attendions [66], seuls les axes propres de son mouvement
possedant une projection non nulle du vecteur d'onde du faisceau laser peuvent e^tre refroidis.
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Figure 3.8 { Simulations d'images CCD d'un ensemble de 70 ions dans un pseudo-potentiel
radial isotrope pour : (a)  = 1; 8  10 3, la longueur de la structure est
z ' 800 m et la distance maximale entre les bras du zig-zag est r ' 4 m
et (b)  = 2; 5  10 3, z ' 700 m, r ' 6 m. Bien qu'existant dans la
direction z, le mouvement du centre de masse est uniquement visible dans le
plan (y; z) du fait de la dierence d'echelle.
Dans le plan radial d'un pseudo-potentiel a symetrie cylindrique (a = 0), aucune direction du
mouvement n'est privilegiee. Un axe propre du mouvement est donc constitue par la direction
du faisceau laser lui-me^me, qui est ainsi la seule direction selon laquelle le mouvement du centre
de masse est reduit.
Nous souhaitons maintenant etudier l'inuence d'une asymetrie du pseudo-potentiel dans le
plan radial. Pour cela, nous brisons la symetrie cylindrique par l'emploi d'une tension statique
sur les electrodes rf, equivalente a au 6= 0.
3.3.2 Potentiel radial anisotrope
Dans cette partie nous brisons la symetrie du pseudo-potentiel radial par un potentiel Vdc
d'une valeur typique de 10 V, soit un parametre des equations de Mathieu au = 7; 805 10 3.
Cette valeur est assez faible pour ne pas modier de facon signicative la profondeur du puits
de potentiel. Cependant, cela est susant pour changer le comportement des systemes. A la
dierence du cas symetrique, seuls la temperature Tz et le mouvement du centre de masse
dans la direction z ne sont pas systematiquement reduits. Ceci est du^ au fait que l'asymetrie
engendre l'existence de deux axes propres du mouvement, qui sont les axes u et v. Le laser ayant
une projection sur chacun d'eux, l'energie cinetique des ions est reduite dans l'integralite du
plan transverse dont les temperatures Tx et Ty approchent la limite Doppler. Ainsi, l'ecacite
du couplage coulombien est donnee par la gure 3.9 qui presente le rapport des temperatures
Tz=Tx en fonction de . An de faciliter la description du comportement pour les dierents ,
nous choisissons l'ensemble de 70 ions comme cas representatif des systemes.
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Figure 3.9 { Rapport des temperatures Tz=Tx pour 35 ions (ligne continue verte), 70 ions
(points-tirets rouges) et 140 ions (pointilles noirs).
Pour ce nombre d'ions, lorsque  6 1; 510 3 la structure forme toujours une cha^ne d'ions
le long de l'axe z. Comme indique precedemment, seule la direction z n'est pas refroidie.
En revanche, pour des valeurs superieures de , la dynamique devient tres dierente de
celle rencontree dans le cas symetrique. La structure obtenue est de nouveau un zig-zag plan,
mais les bras du zig-zag s'ouvrent cette fois dans la direction v, qui est la direction de moindre
raideur du potentiel dans le plan radial. La conguration instantanee de cette structure est
illustree par les images de la gure 3.10. La structure ne subit plus de rotations aleatoires d'axe
z. Comme precedemment, on observe pour ces valeurs de  une rapide decroissance du rapport
Tz=Tx.
Lorsque le rapport d'aspect atteint la valeur  ' 210 2, une nouvelle structure appara^t.
plan (x; y) plan (z; v) plan (z; u)
a. b. c.
Figure 3.10 { Image des positions instantanees du systeme de 70 ions dans le pseudo-
potentiel anisotrope deni par  = 3  10 3 et a = 7; 805  10 3 : (a)
vue selon l'axe z du plan radial dans le repere (x; y), (b) vue selon l'axe u et
(c) vue selon l'axe v. La surface de la zone representee sur l'image (a) mesure
10 m  10 m, la dimension selon z est 1 mm. La structure est disposee
dans le plan (z; v) et ne subit plus de rotations stochastiques d'axe z.
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Elle est constituee du zig-zag plan precedemment decrit dans le plan (z; v), entre les bras
duquel se situe une nouvelle cha^ne d'ions disposes le long de l'axe z.
Pour  ' 4  10 2, la cha^ne d'ions centrale devient a son tour un zig-zag plan, mais
dispose dans le plan (z; u), orthogonal au premier zig-zag. Une simulation de l'image obtenue
par camera CCD de ce type de structure est donnee en gure 3.11 ou les deux zig-zags
orthogonaux sont clairement visibles. Des valeurs superieures de  conduisent a des structures
y
x
z (pixels)
Figure 3.11 { Simulation d'image CCD d'un systeme de 70 ions connes par un pseudo-
potentiel asymetrique deni par  = 4  10 2 et au = 7; 805  10 3. Les
ions subissent un refroidissement Doppler par un laser dirige selon  x^. La
structure obtenue est constituee de deux zig-zag orthogonaux, disposes dans
les plans (z; u) pour le plus petit et (z; v) pour le plus grand. Le mouvement
du centre de masse dans la direction z produit une elongation de la tache de
uorescence dans cette direction.
sans organisation remarquable. Lorsque  atteint des valeurs pour lesquelles une structure
plane est attendue dans le plan radial pour le cas isotrope ( > 30), les ions s'organisent en
une structure lineaire selon la direction v. Dans la limite des tres grands  (& 800) les ions
forment une cha^ne le long de l'axe v. Pour les me^mes raisons que dans le cas symetrique,
le rapport Tz=Tx conna^t une importante augmentation pour ces valeurs de , mettant en
evidence le decouplage du mouvement des ions dans la direction z.
Dans le cas asymetrique, un comportement singulier se manifeste pour les faibles valeurs de
, pour lesquelles le systeme d'ions forme une structure lineaire, proche d'une cha^ne, le long
de z. Nous observons que le refroidissement laser, combine a l'asymetrie du potentiel, induit
une rotation des ions autour de l'axe z. En eet, lorsque la dynamique devient stationnaire,
la vitesse de rotation moyenne des ions calculee dans le referentiel du centre de masse,


_

,
tend vers une valeur h!ist constante pour au xe. Ce phenomene est illustre sur la gure 3.12
ou le rapport h!ist =!r  est trace pour Np = 70 ions en fonction du parametre au. Le sens
de la rotation est determine par la polarite du potentiel Vdc ainsi que la direction du faisceau
laser (ici x), son sens de propagation (x^ ou  x^) n'aectant pas la rotation. Lorsque Vdc > 0
et le laser dirige selon x, la rotation s'eectue dans le sens trigonometrique (h!ist > 0) et la
vitesse angulaire prend sa valeur maximale. Quand on modie la direction du laser dans le plan
transverse, l, la vitesse angulaire h!ist decro^t a mesure que l'on s'ecarte de l'axe x (l = 0),
et devient nulle lorsque la direction du laser s'aligne avec la paire d'electrodes (l = =4).
Passe cet angle, la rotation s'eectue en sens inverse et h!ist trouve son maximum lorsque le
laser est aligne selon l'axe y. Il est verie que conserver le laser selon l'axe x et modier l'angle
de rotation des electrodes rod en correspondance, conduit au me^me comportement. Lorsque
deux lasers de puissances identiques sont allumes simultanement, dont l'un selon x et l'autre
selon y, aucune rotation n'est observee.
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Figure 3.12 { Courbe de la vitesse de rotation moyenne stationnaire h!ist relative a !r 
d'un systeme de 70 ions dans un pseudo-potentiel de  = 1 10 3 (pointilles
noirs) et  = 2 10 3 (ligne rouge), en fonction du parametre de Mathieu a.
De plus, cet eet demeure si nous modelisons le refroidissement Doppler de deux lasers
contra-propageant selon l'axe x, par une force de viscosite ~Fvisc =  l vx x^ (cf. chapitre 2.3).
3.4 Resultats en potentiel radio-frequence
3.4.1 Potentiel radial isotrope
La dynamique obtenue dans le cas d'un potentiel rf avec au = 0 se resume en quatre phases
temporelles successives. Tout d'abord, le nuage d'ions conna^t une phase de refroidissement au
terme de laquelle il forme un nuage plus dense, caracterise par une forme dependant du potentiel
applique. Les temperatures atteintes dans la direction du laser varient entre 1 et 10 mK. La
temperature Ty est peu refroidie et se situe entre 10 et 100 mK. Un exemple de l'evolution de
ces temperatures se trouve en gure 3.13a. La gure 3.13b permet de suivre l'evolution de la
dynamique dans le referentiel du centre de masse.
Pour des valeurs de  susamment petites ( 6 10 3), pour lesquelles la structure stable
attendue est une ligne, l'amplitude du mouvement dans la direction y est due a la temperature
elevee et au mouvement du centre de masse comme cela etait le cas en pseudo-potentiel. L'am-
plitude du mouvement des ions est toujours contenue dans un plan. Cependant, a la dierence
de la dynamique obtenue en pseudo-potentiel, ce plan n'est plus le plan statique (z; y) mais
forme un angle oscillant a la frequence rf avec ce dernier, dont l'axe de pivot est l'axe z. L'in-
troduction d'un second laser contra-propageant supprime cette rotation oscillante du plan, sans
modier le comportement decrit dans la suite.
Apres cette premiere phase de refroidissement, quelle que soit la valeur de , l'amplitude du
mouvement des ions augmente. Ce phenomene n'est pas observe en pseudo-potentiel et est at-
tribue au chauage rf. Dans le me^me temps, le champ radio-frequence excite le mouvement du
centre de masse dans la direction y dont l'amplitude augmente.
Dans une troisieme phase de l'evolution temporelle, le mouvement du centre de masse s'am-
plie dans la direction x, en depit du refroidissement direct du laser. La vitesse de rotation du
c.m. autour du centre du piege atteint alors la valeur moyenne !r. Ce comportement est appa-
rent sur la gure 3.14. Le mouvement des ions dans le plan radial peut alors e^tre decompose en
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Figure 3.13 { a. Evolution des temperatures Tx (ligne noire) et Ty (tirets rouges) au cours
du temps. b. Evolution de la vitesse angulaire moyenne du nuage h!i dans
le referentiel du centre de masse rapporte a !r  (ligne noire, axe de gauche)
et du moment cinetique moyen hLzi dans le referentiel du centre de masse
(tirets rouges, axe de droite). Le systeme simule est un ensemble de 70 ions
dans un potentiel rf pour lequel  = 7 10 4 et qu = 0; 187. Les traits noirs
verticaux symbolisent les dierentes phases de la dynamique decrites dans le
texte.
un mouvement de rotation du c.m. autour du centre du piege, et un mouvement de rotation de
l'ensemble du nuage autour de son centre de masse (voir gure 3.13b). Le sens de ces rotations
est aleatoire d'une simulation a l'autre et nous avons verie que le defaut de \chiralite" varie
en 1=
p
N , ou N est le nombre de simulations. Au cours de cette phase, la rotation des ions
autour de leur c.m. s'accelere. Le taux de photons re-emis conna^t une forte baisse. Cela est
du^ au mouvement des ions qui decale la transition atomique par eet Doppler et entra^ne le
desaccord du laser tres loin de la resonance, rendant le refroidissement Doppler inecace.
La derniere phase de l'evolution a lieu lorsque la vitesse angulaire de rotation h!i atteint la
valeur de la pulsation associee au pseudo-potentiel dans le plan radial !r. A partir de cet ins-
tant, la valeur de h!i reste constante. Le nuage conna^t alors une expansion dans le plan radial
qui conduit au deconnement des ions. Ce comportement se traduit sur la gure 3.13b, dans
laquelle la courbe du moment cinetique moyen calcule dans referentiel du c.m., hLzi, conna^t
une brusque augmentation lorsque le rapport h!i=!r = 1. Le c.m. lui-me^me est sujet a une
rotation autour du centre du piege a la vitesse !r comme l'indique la gure 3.14.
Ce comportement se retrouve quel que soit le rapport d'aspect du potentiel, provoquant
l'expulsion des ions hors du piege, et rendant la poursuite de l'etude impossible. Dans la suite,
l'application d'un tension statique Vdc 6= 0 permet de supprimer la rotation.
3.4.2 Potentiel radial anisotrope
La rotation precedente peut e^tre limitee et rendue negligeable par la superposition d'un
potentiel statique Vdc au potentiel radio-frequence. La gure 3.15 montre la decroissance de la
vitesse angulaire moyenne calculee dans le referentiel du c.m. en fonction du potentiel statique
applique, donne par la valeur du parametre de Mathieu correspondant au. En pratique, un
piege reel genere de facon naturelle un pseudo-potentiel radial anisotrope, du fait des multiples
imperfections inherentes a sa realisation ou aux depo^ts d'impuretes sur ses electrodes. Bien
x 3.4 Resultats en potentiel radio-frequence 69
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
0
5
10
15
0
1
LZ
< >
<
>/
r
L Z
 (u
ni
t. 
ar
b.
)
temps (s)
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
1E-5
1E-3
0,1
10
T 
(K
)
temps (s)
c.m.
a. b.
Figure 3.14 { (a) Vitesses angulaire de rotation h!i et moment cinetique Lz. Les courbes
noires correspondent a la dynamique des ions mesuree dans le referentiel du
c.m., les courbes en pointilles rouges correspondent a la dynamique du c.m.
dans le referentiel du piege. (b) Energies cinetiques des composantes x (courbe
noire) et y (pointilles rouges) du mouvement du c.m. dans le piege. Les tirets
bleus verticaux delimitent les trois phases de la dynamique.
que l'anisotropie induite par un au 6= 0 conserve un haut degre de symetrie (par rapport aux
anisotropies des pieges reels), la valeur du parametre au pour laquelle la rotation devient
negligeable est susamment faible pour e^tre rencontree dans les situations reelles et explique
pourquoi la dynamique decrite en section 3.4.2, pour au 6= 0, n'est jamais observee.
Dans la suite, nous reprenons la valeur utilisee dans le cas du pseudo-potentiel
au = 7; 805  10 3, ce qui correspond a une tension de Vdc = 10 V. Pour cette valeur,
la gure 3.15 montre que la vitesse de rotation residuelle est negligeable. Il est alors possible
de mesurer des temperatures stationnaires selon les trois directions de l'espace.
De me^me que pour le refroidissement Doppler, le rapport d'aspect du potentiel inuence
le chauage rf a travers la repartition spatiale des ions dans le piege. Avec l'augmentation
de , les ions ont tendance a s'etendre dans le plan transverse ou ils sont sujet a l'excitation
radio-frequence. De ce fait, la competition entre refroidissement Doppler et chauage rf ne
garantit pas l'obtention d'un systeme froid. En pratique, nous observons un refroidissement
systematique de l'echantillon pour  6 0; 4. Au-dela de cette valeur, notre echantillon de 15
simulations comporte de plus en plus de systemes non refroidis a mesure que  augmente.
Pour caracteriser le refroidissement Doppler pour  > 0; 4, nous procedons de facon dierente
de ce qui a ete fait jusqu'a present. Nous commencons la simulation dans un potentiel de
 < 0; 4, dans lequel le nuage est refroidi. Une fois le nuage froid, !z est augmente de facon
continue et susamment lente pour que la dynamique reste aussi proche que possible d'un
etat stationnaire. Nous suivons alors l'evolution du rapport des temperatures au cours du
temps. Cette facon de proceder est legitime car elle s'avere e^tre tres proche d'un protocole
experimental reel, lorsque l'on desire realiser des cristaux d'ions d'etendue importante dans la
direction radiale.
Comme dans le cas du pseudo-potentiel lorsque au 6= 0, les temperatures Tx et Ty sont
egales. Cependant, elles n'atteignent pas la limite Doppler (les parametres choisis pour
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Figure 3.15 { Vitesse de rotation moyenne stationnaire h!ist relative a !r  d'un systeme
de 70 ions dans le potentiel rf de rapport d'aspect  = 7 10 4 en fonction
du parametre de Mathieu a.
l'interaction laser permettent d'atteindre 1 mK au mieux) et se situent entre 1 et 100 mK, en
fonction du rapport d'aspect et du nombre d'ions. L'ecacite du refroidissement Doppler pour
 6 0; 4 est resumee sur la gure 3.16a. Le comportement du rapport Tz=Tx est tres proche
de celui obtenu en pseudo-potentiel dans le cas correspondant. L'apparition des dierentes
structures en fonction de  est similaire dans ces deux cas.
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Figure 3.16 { (a) Rapport des temperatures Tz=Tx pour 35 ions (ligne verte), 70 ions
(points-tirets rouges) et 140 ions (pointilles noirs) dans un potentiel rf ani-
sotrope dont au = 7; 805  10 3. (b) Rapport des temperatures Tz=Tx d'un
systeme particulier de 70 ions obtenu en augmentant continu^ment  au cours
du temps.
La gure 3.16b montre le comportement de Tz=Tx pour  > 0; 4 dans le cas d'un systeme
de 70 ions. La courbe est en tres bon accord avec celle obtenue en pseudo-potentiel (gure 3.9).
L'evolution des structures est, elle aussi, identique au cas du pseudo-potentiel. Les ions ont
tendance a se disposer en une conguration lineaire le long de l'axe v. Partant de  ' 1,
l'augmentation progressive du rapport d'aspect resulte en une hausse de la temperature du fait
de l'etalement des ions dans le plan rf. Cependant, lorsque  ' 35, la temperature subit une
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forte baisse apparente sur la gure 3.17a. Celle-ci traduit la formation d'un cristal de Coulomb
presente en gures 3.17b et 3.17c. Les ions sont alors disposes selon l'axe v dans le plan radial,
et de ce fait soumis au forcage rf.
L'augmentation du rapport Tz=Tx du^ au decouplage du mouvement des ions dans la direction
z a lieu lorsque la structure devient une cha^ne d'ions disposee sur l'axe v.
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Figure 3.17 { (a) Temperatures d'un systeme de 70 ions dans un potentiel rf anisotrope dont
au = 7; 80510 3. Toutes les temperatures connaissent une forte decroissance
lorsque  ' 35. (b) Image de la disposition des ions dans le plan transverse
vu dans le repere cartesien (x horizontal, y vertical) pour cette valeur de .
La structure s'etend dans la direction v. (c) Disposition des ions dans le plan
(y; z)
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3.5 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons montre les limites de l'ecacite du refroidissement Doppler
d'un nuage d'ions conne dans un quadrupo^le lineaire. L'etude menee en pseudo-potentiel,
aussi bien qu'en potentiel radio-frequence, met en evidence la necessite d'une extension tri-
dimensionnelle de la structure d'ions pour un refroidissement eectif de l'ensemble des degres
de liberte des ions. Seul le centre de masse est refroidi uniquement selon les axes propres du
piege possedant une projection non nulle du vecteur d'onde du faisceau laser.
Ce faisant, le cas du pseudo-potentiel nous a permis de mettre en evidence un phenomene de
rotation lie a l'association d'un unique faisceau laser et d'un potentiel radial anisotrope. Cette
anisotropie du potentiel radial conduit a la formation de nouvelles structures stables a basses
temperatures, ainsi qu'a de nouvelles transitions de phases de seconde espece.
Lors de la partie de l'etude realisee en potentiel radio-frequence, nous avons pu nous rendre
compte de la necessite de briser la symetrie discrete du potentiel dans le plan radial, an
d'obtenir le connement du nuage d'ions dans le piege. Ceci est realise par l'emploi d'une
tres faible anisotropie generee par la superposition d'un potentiel statique additionnel sur les
barreaux du piege, correspondant a un parametre de Mathieu au 6= 0.
Nous avons nalement montre l'existence de structures cristallisees dont l'extension spatiale
se situe dans le plan transverse, et subit donc le forcage du champ electrique rf de facon
importante.
Chapitre 4
Organisation d'un petit nombre d'ions
dans un 2k-po^le lineaire
L'objet de ce chapitre est d'exposer une etude eectuee sur les structures d'ions en anneau
plan, conduite par le l directeur d'une eventuelle application a la metrologie. Cette etude
comporte une premiere partie analytique, permettant la determination de conditions d'equilibre
des structures d'ions, et une seconde partie numerique, donnant acces a la dynamique d'un
anneau d'ions dans le potentiel rf d'un multipo^le. Le lecteur interesse par les performances
attendues d'une horloge dont ce type de structure est le support de la frequence etalon, ainsi
que par les dierents eets limitant sa precision et sa stabilite, peut se referer a l'article [96].
4.1 Introduction
Nous avons deja evoque, dans le chapitre 1, quelques-unes des proprietes des pieges
multipolaires d'ordre superieur a 2. La particularite qui va e^tre mise a prot ici est que, a
susamment basse temperature, le pseudo-potentiel qui leur est associe permet l'obtention
de structures pour lesquelles la densite d'ions decro^t au centre du piege. Lorsque le nombre
d'ions est trop faible pour raisonner en terme de densite, il est possible d'utiliser la technique
de la dynamique moleculaire, et ainsi tenir compte de chaque ion formant la structure, an
de remonter aux proprietes de cette derniere. Pour ces faibles nombres d'ions, les calculs
numeriques montrent que les structures formees sont des tubes d'ions, embo^tes les uns dans
les autres, comme le montre la gure 4.1. La longueur des tubes, ainsi que leurs rayons, sont
fonctions des potentiels de connement et du nombre d'ions.
Lorsque le potentiel est xe, un nombre d'ions plus faible conduit a une diminution du
nombre des tubes internes. Ainsi, pour un nombre d'ions susamment faible, un unique tube
est forme. Il se compose d'un alignement d'anneaux d'ions, positionnes en quinconce selon
l'axe de symetrie du piege. La diminution du nombre d'ions conduit alors a une diminution du
nombre d'anneaux. La structure minimale resulte en un unique anneau d'ions, dispose dans le
plan z = 0.
Dans cette conguration, tous les ions sont soumis a la me^me intensite du champ electrique
connant, ce qui est un atout pour les applications necessitant la prise en compte de l'eet
Stark sur l'ensemble des ions. De plus, le champ radio-frequence se situant uniquement dans
le plan transverse, la direction longitudinale est favorable aux applications necessitant un
mouvement minimum des ions. Cette disposition permet de positionner les ions en des lieux
d'egales intensites de champ laser (potentiellement d'un laser d'horloge), lorsque le faisceau de
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Figure 4.1 { Ensemble de 1000 ions calcium dans le pseudo-potentiel d'un octupo^le lineaire.
L'ensemble des ions est soumis au refroidissement Doppler, et la temperature
atteint la limite Doppler selon chaque direction de l'espace. La structure est
formee de trois tubes concentriques. Les couleurs permettent de dierencier
chaque tube.
ce dernier se propage selon l'axe de symetrie du piege.
Les particularites precedemment evoquees permettent d'envisager la possibilite d'etendre
aux multipo^les d'ordres superieurs le domaine de la metrologie des frequences optiques. Pour
de telles applications, les pieges de Paul sont des outils de choix puisque l'ion peut e^tre
refroidi par laser jusqu'a la temperature limite Doppler. L'ion peut ainsi demeurer presque
indeniment au centre du piege ou les dierents champs connants sont theoriquement nuls.
Les modications de la transition atomique sondee dues a ces champs, qu'elles soient directes
(eet Stark, etc...) ou indirectes (eet Doppler au second ordre du^ au micro-mouvement par
exemple), sont alors minimales.
Pour une application a la metrologie des frequences, le systeme d'ions doit satisfaire a
de severes contraintes sur la dynamique de ses degres de libertes externes comme internes.
Celles-ci sont dictees par les exigences imposees aux horloges atomiques, a savoir leur precision
et leur stabilite. Parmi les contraintes imposees, deux points fondamentaux concernent la
structure d'ions.
Premier point : an de pouvoir negliger l'elargissement de la transition d'horloge par eet
Doppler au premier ordre, les ions doivent e^tre connes dans le regime de Lamb-Dicke, pour
lequel la dispersion sur la position de l'ion selon la direction de propagation du laser d'horloge
est inferieure a la longueur d'onde de ce dernier.
Second point : le decalage des niveaux d'energie par eet Stark doit e^tre evalue avec
precision et doit conserver une valeur identique pendant le fonctionnement de l'horloge. L'eet
Stark dependant du champ local, il faut s'assurer que la position des ions reste la plus stable
possible. Pour une structure en anneau plan, les ions sont disposes dans le plan z = 0, le
champ de connement axial est alors nul et seule la position radiale des ions importe. Trois
causes majeures induisent une variation de la position radiale des ions. La premiere provient du
mouvement force des ions du^ au champ rf. L'amplitude de ce mouvement est proportionnelle
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au champ electrique rf local. Une deuxieme cause est l'agitation thermique des ions, qui induit
une dispersion de leurs positions autour de la position d'equilibre. Une derniere cause resulte
de la perte eventuelle d'un ion (par collision avec le gaz residuel dans l'enceinte a vide par
exemple) lors du fonctionnement de l'horloge. Cette diminution du nombre d'ions induit alors
une variation du rayon d'equilibre des ions, resultant de la competition entre le potentiel de
connement et le potentiel coulombien.
4.2 Equilibre d'un anneau d'ions dans un 2k-po^le
Dans cette premiere partie, nous considerons un regime de fonctionnement du piege rf dans
lequel l'approche du pseudo-potentiel est valable. Nous pouvons alors etudier les proprietes
statiques du connement. Nous derivons tout d'abord une contrainte sur les parametres de
piegeage permettant l'obtention, a basse temperature, d'une structure d'ions en anneau plan,
i.e. dont tous les ions se situent dans le me^me plan (z = 0).
Dans l'optique d'une application a la metrologie des frequences, nous determinons dans un
second temps une contrainte supplementaire sur les parametres de connement, permettant un
contro^le optimise du rayon de l'anneau lors d'une eventuelle perte d'ions.
4.2.1 Obtention d'un anneau plan
Pour un nombre d'ions susamment eleve (mais insusant pour former deux couches dans la
direction radiale), la conguration stable est un tube d'ions. Celui-ci est forme d'une succession
d'anneaux alignes en quinconce selon l'axe z, comme le montre la gure 4.2a. En modiant
le nombre d'ions, et en adaptant les parametres de piegeage (potentiel eectif de connement
radial / V 22k et potentiel de connement axial / Udc par exemple), le rayon du tube ainsi que sa
longueur sont modiables [45]. Il est alors possible de trouver des congurations pour lesquelles
le tube se reduit a une structure en double anneau, comme c'est le cas sur la gure 4.2b.
a. b. c.
Figure 4.2 { (a)Vue en perspective selon l'axe z d'une structure de 126 ions calculee a l'aide
d'un thermostat a 10 mK dans le pseudo-potentiel d'un octupo^le lineaire. Avec
le potentiel choisi, la structure obtenue est un tube d'ions forme de 12 anneaux.
Tous les anneaux comportent onze ions, a l'exception des anneaux formant les
deux extremites du tube qui en comptent huit. (b) Tube forme de 2 anneaux,
les traits rouges permettent de mieux visualiser la position relative des ions.
(c) Un unique anneau d'ions. L'axe noir represente la direction longitudinale
du piege (z)
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La distance entre les deux anneaux resulte de l'equilibre entre la force coulombienne qui
tend a les eloigner l'un de l'autre, et la force de connement axial (/ Udc), qui tend a faire
converger chacun d'eux vers le centre du piege. Cette distance d'equilibre peut e^tre changee
en modiant le rapport de ces deux forces. Si le nombre d'ions ainsi que le rayon des anneaux
sont xes, l'intensite de la force de repulsion coulombienne s'exercant entre les anneaux est
uniquement fonction de leur distance relative.
Nous pouvons alors agir sur le potentiel de connement axial Udc pour modier la distance
relative des anneaux. Diminuer Udc de facon mesuree permet d'augmenter cette distance.
Cependant, une importante diminution de Udc aura pour eet de changer de facon radicale la
conguration minimisant l'energie potentielle, et la structure en deux anneaux sera perdue. A
l'inverse, augmenter Udc permet de rapprocher les deux anneaux. Il existe en fait une valeur
minimale de ce potentiel pour laquelle la distance entre les deux anneaux devient nulle. On
obtient alors une conguration en un unique anneau situe dans le plan z = 0, represente sur
la gure 4.2c. Cependant, modier Udc n'est pas sans consequence sur le rayon de l'anneau,
puisque ce potentiel genere une composante deconnante dans le plan radial. Dans cette
premiere partie, ou nous nous interessons aux proprietes statiques dans la direction z, nous
devons garder a l'esprit que modier Udc en conservant le rayon de l'anneau constant, implique
une modication du potentiel rf en compensation.
Nous cherchons l'expression du potentiel coulombien d'une structure en double anneau (cf.
gure 4.2b), constituee d'un nombre pair d'ions Np, idealement disposes en quinconce, de part
et d'autre, et a egale distance du plan z = 0. Se limiter a un nombre pair d'ions permet de ne
traiter que les systemes symetriques pour lesquels deux ions consecutifs ne peuvent se trouver
du me^me co^te du plan z = 0, cela simpliant le traitement analytique. Le double anneau est
represente en g. 4.3, ou les ions sont alternativement devant et derriere le plan z = 0, aux
positions ~z = +za z^ et ~z =  za z^.
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Figure 4.3 { Figure de l'anneau vu selon z^. Les deux couleurs partagent les ions situes de
part et d'autre du plan z = 0.
Notons l'energie potentielle coulombienne du double anneau UC :
UC =
q2e
4"0
Np 1X
i = 1
NpX
j=i+1
1
dij
=
q2e
4"0
Np
2
NpX
j = 2
1
d1j
(4.1)
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ou dij est la distance entre les ions i et j. La derniere egalite s'obtient en remarquant que le
systeme est symetrique sous rotation de  = 2=Np. Ceci implique que toutes les particules se
situent en des points de me^me valeur de l'energie potentielle coulombienne, que nous exprimons
arbitrairement en fonction de la particule 1 de la facon suivante :
xj   x1 = Ra (cos (1j)  1) (4.2)
yj   y1 = Ra sin (1j) (4.3)
zj   z1 =

2 za si j pair
0 si j impair
(4.4)
ou ij = (j   i) 2=Np est l'angle dans le plan radial separant les ions i et j, za est la distance
d'un ion au plan z = 0 et Ra est le rayon de l'anneau. La parite de j determine la position de
l'ion par rapport au plan z = 0. Eectuant les changements de variables j 7! 2p dans le cas
pair et j 7! 2p   1 dans le cas impair, nous obtenons l'expression de la distance d'un ion j a
l'ion 1 :
d1(2p) =
q
2 R 2a
 
1  cos  1(2p)+ 4z2a = 2 qR 2a sin2  1(2p)=2+ z2a (4.5)
d1(2p 1) =
q
2 R 2a
 
1  cos  1(2p 1) = 2 Ra j sin  1(2p 1)=2 j (4.6)
L'energie potentielle de l'anneau due a l'interaction coulombienne s'ecrit donc :
UC =
q2e
4"0
Np
4
0@Np=2X
p = 1
1p
R 2a sin
2 ((2p  1) =Np) + z2a
+
Np=2X
p = 2
1
Ra sin ((p  1) 2=Np)
1A
(4.7)
Le premier terme apparaissant entre les parentheses represente, pour le systeme en double an-
neau, la contribution inter-anneaux a l'energie potentielle qui, a Np et Ra xes, ne depend que
de la distance relative, 2za, des anneaux. Le second terme correspond a l'energie coulombienne
intra-anneau de la structure en double anneau. Nous cherchons maintenant l'energie potentielle
necessaire au connement d'une telle structure. Le pseudo-potentiel 	(2k)l d'un piege lineaire
2k-polaire, selon notre convention (cf. chapitre 1), et lorsqu'aucun potentiel statique n'est su-
perpose aux electrodes rf, s'exprime par :
	(2k)l (r; z) =
k2
4
q2e V
2
2k
m r20 

2

r
r0
2k 2
  qeUdc
2 z20
 
r2   2z2 (4.8)
Ce potentiel ne depend que des variables r et z, et reste invariant sous changement z 7!  z. La
contribution du pseudo-potentiel a l'energie potentielle de la structure en double anneau sera
donc Np fois celle d'une particule arbitraire :
U	 (Ra; za) = Np
 
k2
4
q2e V
2
2k
m r20 

2

Ra
r0
2k 2
  qeUdc
2 z20
 
R 2a   2z2a
!
(4.9)
Nous tracons en gure 4.4 les dierentes contributions dans la direction longitudinale a l'energie
potentielle des congurations en deux anneaux et un unique anneau. Dans cette gure, le
potentiel coulombien UC est identique pour les deux congurations, car Ra et Np sont identiques,
mais le potentiel de connement U	 est dierent. Dans la gure 4.4a, le potentiel de connement
axial (/ Udc) est susamment faible pour que le potentiel total possede deux minima (de part
78 Chapitre 4 : Organisation d'un petit nombre d'ions dans un 2k-po^le lineaire
0 1 2 3 4 5
0
1
2
3
4
Za
U
0 1 2 3 4 5
0
1
2
3
4
Za
U
a. b.
Figure 4.4 { Dependance axiale de l'energie potentielle dans le cas d'une conguration
stable en double anneau (g. a) et en unique anneau (g. b), en fonction de
la distance za des anneaux au plan de symetrie du piege (z = 0). Le potentiel
coulombien UC (points-tirets bleu) est identique dans les deux cas (car Ra et
Np sont identiques pour les deux gures), mais le potentiel de connement U	
(tirets rouges) est dierent, et conduit a l'existence de deux minima (g. a)
ou un unique minimum (g. b) de l'energie potentielle totale (ligne continue
noire). Les unites sont arbitraires.
et d'autre du plan z = 0) et conduit a une conguration en double anneau. Dans la gure 4.4b,
la valeur du potentiel Udc est susamment importante pour engendrer un unique minimum
dans le potentiel total, en z = 0, et conduit a une structure d'equilibre en un unique anneau.
An d'obtenir une condition sur l'equilibre dans la direction z^, nous imposons a l'energie
potentielle totale U = UC + U	 d'e^tre minimale pour la position d'equilibre za :
@U
@z

za
=   q
2
e
4"0
Np
4
Np=2X
p = 1
za 
R 2a sin
2 ((2p  1)=Np) + z2a
3=2 + Np 2qeUdcz20 za = 0 (4.10)
Nous obtenons la contrainte a appliquer sur le potentiel Udc pour que deux anneaux de rayons
Ra soient separes d'une distance 2za :
Udc =
z20
8
qe
4"0
Np=2X
p = 1
1 
R 2a sin
2 ((2p  1) =Np) + z2a
3=2 (4.11)
Ainsi, a Np et Ra xes, augmenter la tension Udc permet de rapprocher les deux anneaux. Nous
determinons la tension minimale a appliquer pour obtenir un unique anneau dans le plan z = 0
en imposant une distance relative za nulle dans l'equation precedente :
Udc  z
2
0
8 R 3a
qe
4"0
Np=2X
p = 1
1
sin3 ((2p  1) =Np)
(4.12)
ou les Np ions se situent a la distance Ra du centre du piege. Seule l'egalite est rigoureusement
solution de l'equation (4.11) pour za = 0, cependant, l'augmentation de Udc ne peut physi-
quement conduire a une structure dierente de l'anneau. Ainsi, nous obtenons, a potentiel Udc
xe, le rayon critique Rcrit en dessous duquel la conguration en un unique anneau n'est pas la
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conguration d'energie potentielle minimale :
R 3crit =
z20
2qeUdc
q2e
4"0
1
4
Np=2X
p = 1
1
sin3 ((2p  1) =Np)
(4.13)
=
q2e=4"0
m !2z
1
4
Np=2X
p = 1
1
sin3 ((2p  1) =Np)
(4.14)
ou !2z = 2qeUdc= (mz
2
0) est la pulsation caracteristique du potentiel de connement axial. Nous
pouvons estimer la somme apparaissant dans le second membre de l'equation. Remarquant que
l'argument du sinus parcourt une demi-periode (de =Np a (Np   1)=Np) et que dans cette
somme, les termes qui apportent la plus importante contribution sont ceux pour lesquels le
sinus est minimal, nous pouvons faire l'approximation suivante :
Np=2X
p = 1
sin 3 ((2p  1) =Np) ' 2

Np

3 Np=4X
p = 1
1
(2p  1)3 ' 2

Np

3
(4.15)
La derniere egalite s'obtient en remarquant que la somme sur Np est approximativement egale
a 1, comme le montre la gure 4.5a. La gure 4.5b montre que cette approximation est satis-
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Figure 4.5 { (a) Comportement de la somme en fonction de sa borneNp. (b) Erreur commise
par l'approximation lineaire du rayon critique Rcrit, en fonction du nombre
d'ions.
faisante lorsque le nombre d'ions depasse la trentaine. L'erreur commise est alors inferieure a
2% et le rayon critique varie lineairement avec le nombre d'ions. Son expression peut alors e^tre
approchee par :
Rcrit '

q2e=4"0
2 m !2z
1=3
Np

(4.16)
L'obtention de cette expression fait abstraction de l'aspect dynamique impose par le potentiel
rf, ainsi que de la temperature non-nulle des ions. De ce fait, la limite reelle peut s'averer
superieure a cette valeur theorique. Ce rayon critique Rcrit constitue cependant un ordre de
grandeur valable et permet d'obtenir une loi d'echelle.
4.2.2 Le minimum du pseudo-potentiel comme rayon d'equilibre
Dans la perspective d'un contro^le complet du systeme, nous souhaitons que le rayon
d'equilibre de l'anneau plan soit tres peu dependant des uctuations du nombre d'ions. Ceci
80 Chapitre 4 : Organisation d'un petit nombre d'ions dans un 2k-po^le lineaire
permet de limiter les eets systematiques dans le but d'optimiser la stabilite d'une horloge.
La strategie choisie est de rendre l'interaction coulombienne negligeable comparee a la force
de connement du piege. Dans ces conditions, les ions se disposent sur le rayon minimisant le
pseudo-potentiel, Rmin. La resultante des forces inter-ioniques sur un ion de l'anneau parfai-
tement plan est exclusivement radiale, et tend a expulser les ions hors du piege. De ce fait,
comme le montre le schema en gure 4.6, le rayon d'equilibre de l'anneau, Ra, est toujours
superieur d'un ecart r au rayon minimisant le pseudo-potentiel. Ce rayon, Rmin, est donne par
µ -r 2
µ r 2 k-2
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Figure 4.6 { Pseudo-potentiel du piege dans le plan z = 0. Le rayon d'equilibre d'un ion
subissant la force coulombienne (en rouge) est superieur au rayon minimisant
le pseudo-potentiel (tirets noirs).
(cf. chapitre 1) :
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Nous admettons maintenant que le rayon de l'anneau est superieur au rayon critique, Ra > Rcrit.
De ce fait, les ions sont supposes parfaitement disposes dans la plan z = 0. Par un raison-
nement identique au precedent, nous ecrivons l'energie potentielle resultant de l'interaction
coulombienne des ions situes a la distance Ra du centre du piege :
UC (Ra) =
q2e
4"0 Ra
Np  (Np)
4
ou  (Np) =
Np 1X
j = 1
1
sin (j =Np)
(4.18)
Nous derivons directement la condition d'equilibre sur le rayon de l'anneau Ra en minimisant
l'energie potentielle totale U = UC + U	 :
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Remplacant Ra par la variable r, nous obtenons un polyno^me P (r) pour lequel P (Ra) = 0 :
P (r) = (2k   2) k
2
4
q2e V
2
2k
m r2k0 

2
r2k 1   qeUdc
z20
r3   q
2
e
4"0
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4
(4.20)
Nous souhaitons maintenant que le rayon de l'anneau Ra soit egal au rayon de minimum de
potentiel du piege Rmin, a un inme decalage rC pres, du^ a l'interaction coulombienne :
Ra = Rmin + rC (4.21)
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Ainsi, nous traitons volontairement l'interaction coulombienne comme une perturbation sur la
position d'equilibre Rmin :
P (Ra) = P (Rmin) + rC
dP
dr jRmin
+O  r2C = 0 (4.22)
Dans le but d'obtenir une majoration de rC, nous montrons que O (r2C) > 0.
O  r2C = 1X
n=2
(rC)
n
n!
dnP
drn jRmin
(4.23)
Posons, pour simplier les notations : P (r) = r2k 1 r3 , ou les constantes ,  et  sont
positives et s'identient facilement a l'aide de l'equation (4.20). Avec ces notations, le rayon
du minimum de potentiel du piege s'ecrit R 2k 4min = =. Apres un peu de mise en forme, nous
pouvons ecrire :
dnP
drn
=
(2k   1)!
[(2k   1)  n]!  r
(2k 1) n   3!
(3  n)!  r
3 n (4.24)
Cette expression etant valable a tout ordre n a la condition que r 6= 0 lorsque n > 3. Cette
condition est remplie puisque le rayon de l'anneau ne peut e^tre nul. Il suit :
dnP
drn jRmin
=

(2k   1)!
[(2k   1)  n]!  
3!
(3  n)!

 R 3 nmin > 0 ; 8k > 2 (4.25)
La forme de l'equation (4.23) implique alors que O (r2) est positif. De plus, par denition du
rayon Rmin, nous avons :
P (Rmin) =   q
2
e
4"0
 (Np)
4
=   (4.26)
Nous re-ecrivons l'equation (4.22) de facon explicite :
P (Ra) =   q
2
e
4"0
 (Np)
4
+ rC [2k   4] qeUdc
z20
R 2min + O
 
r2C

(4.27)
Utilisant le fait que le polyno^me P (r) est nul en r = Ra, et que O (r2C) > 0, nous obtenons
une majoration de l'ecart de la position d'equilibre de l'anneau au rayon minimisant le pseudo-
potentiel :
rC <
1
(k   2)

q2e
4"0
 (Np)
4

z20
2qeUdc R 2min
=
Rmin
k   2
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Np m !2z R
2
min
(4.28)
Prenant pour valeur de rC sa borne superieure, nous pouvons determiner l'eet de la perte d'un
ion sur le rayon d'equilibre de l'anneau. Dans l'expression precedente, la dependance en nombre
d'ions est donnee par :
 (Np) = 2
Np=2X
j = 1
1
sin (j =Np)
 2Np

Np=2X
j = 1
1
j
 2

Np ln (Np) (4.29)
La variation relative maximale entra^nee par la perte d'un ion est alors donnee par :
rC
rC
=
ln (Np) + 1
Np ln (Np)
 1
Np
(4.30)
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La variation du rayon d'equilibre de l'anneau induite par la perte d'un ion est donc :
Ra = rC  rC=Np  1
(k   2)

q2e
4"0
ln (Np)
2

z20
2qeUdc R 2min
(4.31)
A Rmin xe, la variation du rayon de l'anneau est proportionnelle a ln (Np). Bien que le rayon du
minimum de potentiel, Rmin, n'ait pas de dependance explicite en nombre d'ions, la contrainte
de l'obtention d'un anneau plan impose une valeur minimale egale a Rcrit, cette limite etant elle-
me^me lineaire en Np (cf. equation (4.16)). Ainsi, si nous recherchons une conguration adequate
pour une application a la metrologie, nous devons considerer que la variation du rayon lors de
la perte d'un ion se comporte en Ra / ln (Np) =N2p .
Cette variation eventuelle a des consequences sur la stabilite de l'horloge. Ces consequences ont
ete estimees par C. Champenois dans [96], et s'averent e^tre acceptables pour les congurations
que nous obtenons par la suite.
4.3 Aspect dynamique du connement
Dans la section precedente, nous avons uniquement considere l'aspect statique du conne-
ment. En plus des contraintes imposees par les conditions d'equilibres, nous devons prendre en
compte l'aspect dynamique engendre par le potentiel radio-frequence, ainsi que la temperature
non-nulle des ions. Dans ce but, nous eectuons des simulations numeriques de dynamique
moleculaire, utilisant le potentiel rf ideal d'un octupo^le lineaire comme exemple representatif
des multipo^les d'ordre superieurs.
4.3.1 Inuence de la structure d'equilibre sur le refroidissement
Au chapitre precedent, nous avons eectue une etude du refroidissement Doppler de
dierentes structures d'ions dans le potentiel d'un quadrupo^le lineaire. A cette occasion, nous
avons mis en evidence l'inuence de la morphologie des structures sur le refroidissement. Nous
avons montre que pour certaines structures, l'interaction coulombienne ne permet pas le cou-
plage des dierentes directions du mouvement des ions, rendant les transferts thermiques entre
ces dierentes directions impossible. Ce comportement se traduit, a cette occasion, par l'ine-
cacite du refroidissement Doppler a diminuer l'energie cinetique des ions sur les directions qui
ne sont pas couplees de facon directe a la direction de propagation du laser de refroidissement.
Dans le potentiel quadrupolaire du chapitre precedent, deux types de structures d'ions
manifestent un tel comportement. Le premier type, obtenu pour de faibles valeurs de !z com-
parativement au potentiel de connement radial, sont des structures en cha^nes, ou les ions sont
disposes en ligne sur l'axe de symetrie du piege, et pour lesquelles toutes les directions sont
decouplees les unes des autres. Le second type de structures, obtenu pour de grandes valeurs de
!z, sont des disques s'etalant dans le plan z = 0, et pour lesquels seule la direction longitudinale
est decouplee des deux directions transverses.
Dans le potentiel des pieges multipolaires lineaires d'ordres superieurs, les structures
possedant cette propriete de decouplage des composantes du mouvement des ions sont les struc-
tures formees d'un unique anneau plan. Pour celles-ci, la direction longitudinale est decouplee
des deux directions du plan transverse. Cette propriete peut e^tre mise a prot pour refroidir
la composante longitudinale du mouvement, laquelle n'est pas soumise au forcage rf, jusqu'a la
temperature limite Doppler lorsqu'un laser de refroidissement se propage selon cette direction.
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Figure 4.7 { Images des positions instantanees d'un ensemble de 100 ions calcium refroidis
par laser dans le potentiel rf d'un octupo^le lineaire. Le potentiel V8 est choisi
de facon a ce que les ions soient disposes sur le rayon minimisant le pseudo-
potentiel Rmin = 120 m. Les structures obtenues forment (a) une structure
en double anneau pour !z=2 = 0; 5 MHz et (b) une structure en un unique
anneau plan pour !z=2 = 1; 2MHz. Les couleurs separent les ions initialement
disposes a gauche du plan z = 0 de ceux initialement a droite de ce plan.
An de le mettre en evidence, nous realisons une simulation dont les conditions initiales
sont telles qu'un ensemble de cent ions forme une structure en double anneau, qui est refroidie
par laser selon chaque direction de l'espace. Une image des positions instantanees initiales est
donnee en gure 4.7a. La distance moyenne separant les anneaux est 2za ' 9 m. La frequence
de connement axial est alors !z=2 = 0; 5 MHz, et le potentiel de connement radial, V8, est
tel que les ions sont disposes sur le rayon minimisant le pseudo-potentiel a Rmin = 120 m.
Pour ce nombre d'ions et cette valeur de !z, le rayon theorique minimal permettant l'obtention
d'un unique anneau plan est Rcrit = 181 m (cf. equation (4.16)), justiant la conguration en
double anneau. Le parametre d'adiabaticite a la position d'equilibre des ions prend la valeur
ad (Rmin) ' 0; 09, qui est inferieure a la limite empirique d'adiabaticite (' 0; 36) et permet la
description du systeme par l'approche du pseudo-potentiel (cf. chapitre 1). Les deux couleurs
utilisees distinguent les ions situes initialement du co^te z < 0 (en bleu) de ceux situes du co^te
z > 0 (en rouge), et permettent de visualiser le positionnement des ions en quinconce sur le
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cercle forme dans le plan transverse (xOy).
Partant de cette conguration initiale, le potentiel de connement axial est progressivement
augmente jusqu'a la frequence !z=2 = 1; 5 MHz en 80 ms. Le potentiel V8 est ajuste a chaque
instant (augmente pour lutter contre l'eet deconnant de !z dans le plan radial) de facon a
conserver la valeur de Rmin constante. L'augmentation de !z a pour eet de diminuer la valeur
theorique du rayon critique (Rcrit / 1=!2=3z ), au-dessus duquel la conguration stable est un
unique anneau. Ainsi, la position radiale d'equilibre des ions etant xee a Rcrit = 120 m, la
diminution du rayon critique permet de faire converger la structure en double anneau vers celle
en anneau plan.
La gure 4.7b montre la structure en anneau plan obtenue pour une frequence un peu
inferieure a !z=2 = 1; 2 MHz. Les ions, initialement situes du cote z < 0 (bleu) et z > 0
(rouge), sont maintenant repartis de facon aleatoire selon l'axe z. Le rayon de l'anneau forme
dans le plan radial est reste identique. Cependant, on remarque que la courbure de l'anneau est
imparfaite. Cela est du^ au fait que les images de la gure 4.7 correspondent aux instants pour
lesquels l'amplitude du champ rf est maximale (cos (
t) = 1).
Figure 4.8 { Mouvement des 100 ions for-
mant un unique anneau plan
de rayon 120 m, lors d'une
periode rf. La frequence ca-
racteristique de connement
axial est !z = 1; 2 MHz.
Le cercle rouge represente
le rayon minimal theorique
permettant l'obtention de
l'anneau plan. Le cercle bleu
en arriere plan, derriere la
position des ions, decrit le
rayon minimisant le pseudo-
potentiel, Rmin. Les lon-
gueurs sont exprimees en mi-
crons.
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La deviation de la forme circulaire est due a l'augmentation de l'amplitude du micro-mouvement
causee par l'augmentation du potentiel V8 necessaire pour maintenir Rmin constant. La conven-
tion adoptee pour le potentiel radio-frequence 8rf place les huit electrodes generant le champ,
selon les directions des axes du repere cartesien ainsi que selon les diagonales du repere. Les
positions rapportees en gure 4.7 correspondent aux moments ou les ions sont repousses par
les electrodes se trouvant sur les axes du repere cartesien, et attires par celles se trouvant sur
les diagonales du repere. L'amplitude du micro-mouvement des ions, pour cette conguration,
est mise en evidence sur la gure 4.8, ou sont superposees les positions radiales des ions a
dierentes phases du champ electrique au cours d'une periode rf.
Les courbes de temperatures associees a cette simulation sont presentees en gure 4.9 en
fonction de la frequence de connement axial appliquee. Les temperatures associees aux di-
rections du repere cartesien, Tx et Ty, sont superposees et ne montrent aucun comportement
remarquable. Cependant, l'utilisation des temperatures associees aux directions du mouvement
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decompose dans le systeme de coordonnees cylindriques, Tr et T, montre une importante dis-
symetrie pour la structure initiale en double anneau. Bien que chacune de ces composantes
subisse le forcage radio-frequence (source du chauage rf), la temperature associee aux mou-
vements radiaux est initialement superieure a 10 mK, alors que celle associee aux mouvements
tangents au cercle est d'environ 2 mK. La temperature associee au mouvement longitudinal,
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Figure 4.9 { Temperatures denies dans le systeme de coordonnees cylindriques (; ; z) :
temperature radiale T (noir), tangentielle T (rouge) et axiale Tz (vert) d'un
ensemble de 100 ions, lorsque la frequence de connement axial / !z est pro-
gressivement augmentee de 0; 5 MHz a 1; 5 MHz en 80 ms. La ligne horizontale
bleue materialise la temperature limite Doppler et la ligne verticale en tirets
noirs marque la frequence theorique de transition de la structure en double
anneau vers la structure en anneau plan pour !z=2 ' 0; 93 MHz.
Tz, conna^t une faible decroissance a mesure que !z augmente. La transition theorique entre
la structure en double anneau et celle en unique anneau est attendue pour la frequence de
connement axial !z=2 ' 0; 93 MHz. On constate que la temperature T augmente fortement
a l'approche de cette frequence et rejoint la temperature radiale Tr. La temperature Tz subit
une diminution plus importante vers 1,1 MHz et devient stationnaire a une valeur moyenne
legerement inferieure a la temperature Doppler. Ces courbes sont obtenues en eectuant une
rampe lineaire sur le potentiel de connement axial Udc (!z /
p
Udc), augmentant la frequence
de connement axial !z=2 de 1 MHz en 80 ms. La simulation a ete reproduite avec les me^mes
conditions initiales, en eectuant, tous les 10 kHz, des paliers de 10 ms pendant lesquels le
potentiel de connement axial est garde constant. Les temperatures evoluent identiquement a
celles presentees sur la gure 4.9.
La gure 4.10 montre les positions des centres de masse des deux anneaux en fonction de
la frequence de connement axial appliquee. Les courbes noires sont obtenues avec le potentiel
rf et celles en tirets rouges sont obtenues dans le pseudo-potentiel correspondant, en utilisant
un thermostat de temperature T = 0; 5 mK. Lorsque le refroidissement laser est applique dans
le cas du pseudo-potentiel, on constate que les plans contenant les deux anneaux ne sont pas
paralleles. Cela est du^ a la pression de radiation qui provoque une faible inhomogeneite de la
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densite des ions formant les anneaux. L'interaction coulombienne repousse alors les plans des
anneaux de facon plus importante a l'endroit ou la densite d'ions est plus forte, donnant lieu a un
angle entre les deux anneaux. Ce comportement est aussi present avec le potentiel rf, mais il est
cependant beaucoup moins prononce. Dans les deux cas, rf avec refroidissement laser et pseudo-
potentiel avec thermostat, les positions des centres de masse des deux anneaux se rejoignent
pour une valeur de la frequence de connement axial tres proche de la frequence attendue
(0,93 MHz). Cependant, lorsque les centres de masse des deux anneaux se rejoignent, les ions
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Figure 4.10 { (a) Positions axiales des centres de masse des deux anneaux en fonction de la
frequence de connement axial !z=2. Les deux courbes noires correspondent
a celles obtenues lors de la simulation decrite dans le texte. Les courbes
en tirets rouges sont obtenues pour les me^mes conditions initiales dans le
pseudo-potentiel correspondant, en utilisant un thermostat de temperature
T = 0; 5 mK. (b) Zoom sur la zone ou les centres de masse des deux anneaux
se rejoignent. La ligne verticale en tirets noirs montre la valeur de la frequence
theorique de transition.
ne forment pas encore un anneau plan. En eet, l'obtention de la structure en anneau plan est
precedee d'une phase de deformation des deux anneaux, presentee en gure 4.11. L'apparition
de cette deformation correspond au debut de la phase d'augmentation de la temperature T.
Cette deformation est due au micro-mouvement. En eet, pour les ions situes aux positions
inter-electrodes, le micro-mouvement s'eectue dans la direction tangente au cercle, avec une
amplitude dependant de la position angulaire. Ce mouvement force tend donc a amener les ions
appartenant aux deux anneaux en regard les uns des autres dans le plan transverse, ce qui a
pour eet d'augmenter leurs distances axiales relatives. A l'inverse, les ions se trouvant face
aux electrodes, pour lesquels le micro-mouvement ne modie pas la position angulaire mais
seulement radiale, restent alignes en quinconce, ce qui permet une distance axiale relative plus
faible a energie potentielle coulombienne egale. Cette deformation n'a pas lieu lorsque la simu-
lation utilise le pseudo-potentiel. Ainsi, lorsque les centres de masse se rejoignent, la structure
est encore fortement deformee. La deviation de la forme en anneau plan est caracterisee en
gure 4.12 sur laquelle est presente l'ecart type de la position axiale des ions d'un anneau par
rapport a la position du centre de masse. Cette gure est obtenue en realisant des paliers de
10 ms pendant lesquels le potentiel de connement axial est garde constant. Ces paliers sont
eectues a partir de 0,8 MHz tout les 10 kHz. La forte decroissance succedant la frequence
!z=2 = 0; 93 MHz, amenant l'ecart type a une valeur legerement inferieure a sa valeur initiale,
correspond au retour a la structure en anneau plan. En outre, il est apparent sur les gures 4.11
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Figure 4.11 { Deformation des deux anneaux d'ions precedant la transition vers la structure
en anneau plan. Les deux images montrent le me^me instant vu sous deux
angles de vue dierant d'une rotation d'axe y.
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Z/2  (MHz)Figure 4.12 { Ecart type de la position axiale des ions d'un anneau par rapport a la position
axiale du centre de masse de l'anneau. La ligne verticale en tirets materialise
la transition theorique vers la structure en unique anneau.
que les structures sont plus eloignees en arriere-plan. Cela est du^ a l'inhomogeneite de la densite
d'ions provoquee par la pression de radiation.
Le micro-mouvement permet aussi d'expliquer l'importante dissymetrie entre les
temperatures radiales et tangentes au cercle, pour le systeme en double anneau. Les
mouvements des ions, lorsqu'ils s'eectuent dans la direction tangente au cercle, sont suscep-
tibles d'amener les ions des deux anneaux dierents a se faire face dans le plan transverse.
Cela se traduit alors par l'augmentation de la distance inter-ions axiale (z). Ces deux
directions sont donc couplees, ce qui permet de refroidir les mouvements tangents dans le plan
soumis au champ rf, par l'intermediaire du mouvement longitudinal. Lorsqu'un unique anneau
plan est forme, les ions ne peuvent se trouver en regard les uns des autres, et la direction
longitudinale est alors decouplee des deux direction transverses, permettant le refroidissement
de la composante longitudinale jusqu'a la limite Doppler.
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Nous avons vu au chapitre 1 que l'amplitude du micro-mouvement est proportionnelle au
champ electrique local. Dans le cas de l'octupo^le, celui-ci est de la forme k ~Ek / V8 r3. Lors
de la simulation, la position radiale des ions n'a pas change, mais l'augmentation de V8 est
proportionnelle a celle de !z an de conserver Rmin constant (cf. equation (4.20)). Ainsi, bien
que l'inuence du potentiel rf soit plus prononcee dans le cas de l'anneau plan pour !z=2 =
1; 5 MHz, correspondant a une amplitude de micro-mouvement trois fois superieure a celle
existant dans la conguration initiale, on constate que la temperature sur l'axe z tombe a la
temperature Doppler, alors que, pour le systeme en double anneau, Tz ne descend pas en dessous
de 1 mK.
Cependant, la derniere decroissance progressive de la temperature Tz, observee sur la -
gure 4.9 entre 1 MHz et 1,2 MHz, demeure pour l'instant inexpliquee. Une hypothese avancee
est que la dispersion de la position axiale des ions formant l'anneau, due aux mouvements ther-
miques, est susante pour coupler faiblement la direction z aux directions radiales. Il serait
alors possible, par une etude systematique, de determiner la loi gouvernant "l'epaisseur" limite
de l'anneau pour obtenir le decouplage de la direction z, en fonction du rayon de l'anneau et
du nombre d'ions.
4.3.2 Adiabaticite d'un anneau d'ions en regime de Lamb-Dicke
Dans cette partie, nous determinons la frequence de connement axial !z=2 a appliquer
pour repondre aux criteres d'une horloge. Le choix de cette frequence est contraint en premier
lieu par la possibilite d'atteindre le regime de Lamb-Dicke a la temperature Doppler TD du
calcium selon l'axe longitudinal du piege (z), axe selon lequel se propage le laser d'horloge.
Lorsque la composante axiale du mouvement des ions peut e^tre decrite par une oscillation
harmonique z (t) = Z cos (!zt), un developpement spectral de l'interaction laser-atome dans le
regime lineaire [63] permet de decrire le spectre Doppler d'une transition de frequence f0 comme
la superposition de raies de frequences f0  n!z=2, dont les intensites sont proportionnelles
a J2n (kLZ). Les Jn sont les fonctions de Bessel de premiere espece et kL est le vecteur d'onde
du laser sondant la transition d'horloge a 729 nm. Le regime de Lamb-Dicke correspond alors
a k
L
Z < 1, de facon a pouvoir negliger les bandes laterales dues au mouvement de l'atome
dans l'onde laser (cf. gure 4.13). L'amplitude du mouvement Z est donnee par Z = Vz=!z,
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Figure 4.13 { Trace du carre des trois premieres fonctions de Bessel en fonction de l'index
de modulation x. Un index de modulation inferieur a l'unite (tirets rouges)
permet de considerer uniquement la contribution de J0.
ou Vz est l'amplitude maximale de la vitesse des ions. Une estimation de Vz a la temperature
Doppler est Vz =
p
~ 0=m ou  0 = 1; 43  108 s 1 est le taux d'emission spontanee de la
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transition a 397 nm, utilisee pour le refroidissement Doppler. Cela donne a la temperature
Doppler (TD = 0; 55 mK) :
k
L
Z = 2  0:63=!z (MHz) (4.32)
Pour !z=2 > 0; 63 MHz, le regime de Lamb-Dicke est atteint et l'eet Doppler du premier
ordre ne nuit pas au fonctionnement de l'horloge.
Les uctuations de la position d'equilibre des ions autour de Rmin limitent aussi la precision de
l'horloge [96]. Les uctuations dues au micro-mouvement sont proportionnelles a l'amplitude
du micro-mouvement, k~" k, a la position moyenne Rmin (cf. chapitre 1) :
k~" (Rmin) k / ad (Rmin) Rmin (4.33)
Le rayon minimisant le pseudo-potentiel Rmin ayant une valeur minimale imposee par Rcrit, nous
devons minimiser le parametre d'adiabaticite ad pour limiter la uctuation en position due au
micro-mouvement. Nous avons vu que ad (r) < 0; 36 (cf. chapitre 1) a la position d'equilibre
des ions, permet de garantir leur stabilite dans le piege. Or, a la position d'equilibre des ions
r = Rmin, le parametre d'adiabaticite prend une forme particulierement simple :
ad (Rmin) = 2
p
k   1 !z=
 (4.34)
qui ne depend pas explicitement de Rmin. La frequence de fonctionnement du piege rf possede
une limite technologique. Nous admettrons qu'une frequence de 
=2 = 20 MHz constitue une
valeur typique haute a ne pas depasser. La limite inferieure sur !z imposee par l'obtention
du regime de Lamb-Dicke a la temperature Doppler, xe une valeur minimale au parametre
d'adiabaticite en Rmin. Pour le potentiel rf d'un octupo^le lineaire fonctionnant a la frequence
20 MHz, nous obtenons : ad (Rmin) > 0; 11.
Plusieurs simulations ont ete realisees an d'evaluer l'inuence du micro-mouvement sur la
dynamique. Nous avons pu noter qu'il est de plus en plus dicile de refroidir les ions a mesure
que la valeur du parametre d'adiabaticite augmente. Un resultat signicatif a ete obtenu en
refroidissant un ensemble de 100 ions dans un potentiel rf tel que 
=2 = 20 MHz, !z=2 =
1 MHz et ad (Rmin) ' 0; 17. Dans ces conditions, le rayon critique prend la valeur Rcrit =
114 m. Le potentiel rf V8 est tel que les ions froids se disposent en un unique anneau de rayon
Rmin = 139 m. Celui-ci est montre en gure 4.14a. Les ions sont refroidis par laser Doppler
selon les trois directions de l'espace et le refroidissement est maintenu pendant l'integralite de
la simulation. La temperature atteinte selon l'axe de symetrie du piege est la temperature limite
Doppler (TD = 0,55 mK), et la temperature dans le plan transverse est d'environ 6 mK. Une
fois les ions froids et dans un etat ou la temperature est stationnaire, le potentiel de connement
axial est augmente de facon identique a ce qui a ete fait precedemment, jusqu'a !z=2 = 2 MHz.
Dans le me^me temps, comme nous l'avons fait dans la section precedente, le potentiel rf V8 est
augmente de facon a conserver le rayon Rmin constant. Aucune augmentation signicative de
la temperature n'est observee, me^me dans le plan radial ou le mouvement subit le forcage
radio-frequence. Cependant, l'anneau d'ions se scinde progressivement en huit sous-structures
rapportees sur la gure 4.14b, qui correspond a la valeur !z=2 = 2 MHz. Le parametre
d'adiabaticite est alors tres proche de la valeur critique ( 0; 36). Les positions adoptees par
les sous-ensembles d'ions correspondent aux directions inter-electrodes.
L'approche du pseudo-potentiel, qui decrit le connement par un potentiel radial isotrope,
ne sut pas pour decrire cette structure. Un comportement analogue est observable lors des
simulations, me^me dans le cas d'une faible valeur du parametre d'adiabaticite ad, lorsque
l'anneau plan est uniquement constitue de huit ions. Dans ce cas, chaque ion se place isolement
90 Chapitre 4 : Organisation d'un petit nombre d'ions dans un 2k-po^le lineaire
−100 0 100
−100
0
100
y
(µ
m
)
x (µm)
−100 0 100
−100
0
100
y
(µ
m
)
x (µm)
(a) (b)
!z=2 = 1 MHz !z=2 = 2 MHz
ad (Rmin) = 0; 173 ad (Rmin) = 0; 346
Figure 4.14 { Vue dans le plan radial de structures composees de 100 ions, obtenues dans
le potentiel radio-frequence d'un octupo^le lineaire.
dans une direction inter-electrodes. Une explication avancee a ce comportement releve des
proprietes de symetrie du champ rf. En eet, lorsque les ions sont situes face aux electrodes, le
champ, et par suite l'amplitude du micro-mouvement, est uniquement radial. Ainsi, au cours
du temps, la position de la particule oscille dans le potentiel radial local / !2loc (cf. chapitre 1)
avec l'amplitude du micro-mouvement k~" (Rmin) k. Denissant l'origine du potentiel a la position
Rmin, l'energie potentielle moyenne sur une periode rf, Umoy, est donnee par :
Umoy =
1
2
m !2loc (k~" (Rmin) k cos (
t))2 =
1
4
m !2loc k~" (Rmin) k2 (4.35)
Au contraire, le champ local aux positions inter-electrodes est tangent au cercle minimisant
le pseudo-potentiel. Ainsi, le micro-mouvement s'eectue, en premiere approximation, selon
les equipotentielles, impliquant que le potentiel moyen sur une periode rf est nul. Cependant,
cette explication demeure une hypothese et demande a e^tre veriee.
Ainsi, dans les applications ou il est necessaire de conserver une structure symetrique pour
laquelle chaque ion conna^t la me^me valeur du potentiel (y compris le potentiel coulombien),
pour la prise en compte de l'eet Stark, la structure obtenue en gure 4.14 ne peut convenir.
Nous devons donc restreindre la valeur du parametre d'adiabaticite ad (Rmin) a une valeur bien
inferieure a la limite d'adiabaticite ( 0; 36).
La frequence de connement axial !z=2 realisant un compromis entre l'obtention du
regime de Lamb-Dicke dans la direction axiale, et induisant une faible valeur du parametre
d'adiabaticite permettant l'obtention d'une structure symetrique dans le plan radial, est choisie
a !z=2 = 1 MHz, ce qui correspond a un parametre d'adiabaticite ad (Rcrit) = 0; 173 pour
!=2 = 20 MHz.
Une fois la frequence !z=2 xee, le rayon critique permettant l'obtention d'un anneau plan
ne depend que du nombre d'ions. Nous montrons en gure 4.15 un continuum de congurations
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possibles pour des ensembles de 10 et 100 ions, en fonction du potentiel radio-frequence V8. Ces
congurations sont calculees pour 
=2 = 20 MHz, !z=2 = 1 MHz et r0 = 1 mm.
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Figure 4.15 { Rayons Rmin (ligne noire, axe de gauche), Rcrit (ligne rouge, axe de gauche)
et variation relative du rayon d'equilibre de l'anneau en cas de perte d'un ion
(ligne pointille bleu, axe de droite), calcules pour !z = 1 MHz et r0 = 1 mm,
en fonction du potentiel V8 applique sur (a) un anneau de 10 ions et (b) un
anneau de 100 ions.
On constate qu'augmenter d'un facteur 10 le nombre d'ions se traduit par une augmentation
proportionnelle du rayon critique. De ce fait, les eets systematiques dus au micro-mouvement,
qui a ad xe sont proportionnels au rayon, (k~" (Rmin) k / ad (Rmin)Rmin), ne peuvent e^tre
limites qu'en choisissant de faibles nombres d'ions. Les calculs eectues par C. Champenois in-
diquent que pour cette valeur du parametre d'adiabaticite, une amplitude de micro-mouvement
acceptable pour une application a la metrologie requiert un anneau de rayon inferieur a
100 m. La contrainte sur l'obtention de l'anneau plan Rmin > Rcrit, ou Rcrit est proportionnel
au nombre d'ions, impose alors un nombre d'ions maximal. Le nombre d'ions doit e^tre limite
a quelques dizaines tout au plus. La conguration a 10 ions necessite des potentiels beaucoup
plus eleves pour amener Rmin au rayon critique. Cependant, les valeurs de V8 peuvent e^tre
abaissees en diminuant le rayon interieur du piege r0, selon une loi d'echelle en V2k=r
k
0 . On
constate aussi que lorsque Rmin = Rcrit, la variation relative du rayon d'equilibre des ions,
en cas de perte d'un ion lors du fonctionnement de l'horloge, est un peu plus importante
pour les faibles nombres d'ions. La conguration a 10 ions permet une variation relative de
l'ordre du pour cent. Les calculs eectues par C. Champenois montrent que cette variation re-
lative est, pour ce faible nombre d'ions, deja compatible avec les applications metrologiques [96].
4.3.3 Un anneau d'ions sans refroidissement laser
Lors de la recherche des congurations acceptables, permettant d'envisager l'anneau d'ions
comme support d'un etalon de frequence, nous avons jusqu'a present refroidi la structure io-
nique de facon continue, par refroidissement Doppler, selon les trois directions de l'espace.
Cependant, lors de l'interrogation des ions par le laser d'horloge, il est imperatif que le laser de
refroidissement soit arre^te, de facon a supprimer les perturbations que ce dernier produit sur la
transition d'horloge. Nous devons donc nous assurer de la stabilite thermique des structures en
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anneau lorsque le laser de refroidissement est eteint, au moins sur des durees susantes pour
eectuer l'interrogation des ions.
Nous avons determine dans la section precedente qu'un choix convenable de frequence de
connement axial, !z = 1 MHz, xe la valeur minimale du parametre d'adiabaticite evalue a la
position des ions a ad (Rmin) = 0; 173. Ainsi, l'amplitude du micro-mouvement responsable du
chauage rf est directement proportionnelle au rayon de l'anneau, k~" (Rmin) k / ad (Rmin)Rmin.
Cela semble militer pour qu'a nombre d'ions donne, le rayon d'equilibre de l'anneau (confondu
avec le rayon minimisant le pseudo-potentiel) Rmin, soit le plus proche possible de Rcrit, valeur
minimale permettant l'obtention d'un anneau plan, de facon a limiter le chauage rf.
An de verier ce comportement, nous eectuons une serie de simulations pour des en-
sembles de 20 et 40 ions, dont les courbes de temperatures sont presentees en gure 4.16. Dans
ces simulations, les ions soumis a un potentiel de connement axial !z=2 = 1 MHz et un
potentiel radial de frequence rf 20 MHz. Le potentiel V8 est choisi tel que la structure d'ions
attendue a basse temperature dans chaque simulation soit une structure en unique anneau plan.
Plusieurs simulations sont eectuees pour dierentes valeurs du rapport du rayon de l'anneau
sur le rayon critique : Rmin=Rcrit = f1; 7; 1; 5; 1; 3; 1; 1g, obtenues en choisissant la valeur du
potentiel V8 en consequence.
La temperature initiale de l'ensemble d'ions est d'environ 100 mK selon chaque direction de
l'espace. A cette temperature, aucune structure n'est formee. Les ions soumis au refroidissement
Doppler selon chaque direction de l'espace refroidissent, et forment une structure en anneau
pour toutes les simulations eectuees. A t = 10 ms, le refroidissement Doppler est arre^te, et la
simulation se poursuit pendant une duree de 40 ms au cours de laquelle les ions ne sont soumis
qu'au potentiel de connement et a l'interaction coulombienne.
Les ensembles de 20 ions ne montrent aucun signe de rechauement sur la duree de la
simulation apres l'arre^t des lasers. Pour ce nombre d'ions, plusieurs simulations eectuees pour
la me^me valeur du rapport Rmin=Rcrit montrent que la valeur de la temperature Tz, stationnaire
a partir de l'arre^t des lasers, uctue autour de la limite Doppler d'une simulation a l'autre. Les
dierentes valeurs stationnaires obtenues sont incluses dans la distribution de temperatures
mesuree avant l'arre^t des lasers.
En revanche, les simulations eectuees avec 40 ions montrent des comportements tres
dierents en fonction du rapport Rmin=Rcrit. Pour les cas Rmin=Rcrit = 1; 7 et 1; 5, aucun
chauage n'est apparent sur la duree de la simulation, bien que pour le cas a 1,5 une variation
de la courbe de temperature Tz soit visible mais non signicative. Pour les deux valeurs les plus
faibles du rapport Rmin=Rcrit, le comportement de la courbe Tz au moment de l'arre^t des lasers
montre un rapide rechauement de la composante axiale du mouvement des ions, d'autant plus
rapide que le rayon de l'anneau est proche du rayon critique. La derniere simulation indique
que la temperature Doppler n'est pas atteinte dans la direction longitudinale, me^me lorsque le
refroidissement Doppler est actif. L'analyse du mouvement des ions revele que la structure ne
comporte pas deux anneaux distincts, mais bien un unique anneau, dont la dispersion des ions
le long de l'axe z est plus prononcee que pour les autres structures d'un facteur 2 environ.
Ces simulations temoignent de nouveau du decouplage de la direction axiale du mouvement
des ions, des deux directions transverses. Elles mettent de plus en evidence que, pour de faibles
nombres d'ions, ce decouplage est robuste a l'arre^t du refroidissement laser. Lorsque le nombre
d'ions composant la structure augmente, le rapport Rmin=Rcrit semble jouer un ro^le dans la
stabilite du decouplage, face a la dynamique forcee induite par le champ rf.
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Figure 4.16 { Temperatures des ensembles de 20 et 40 ions formant des structures en an-
neau plan, pour dierentes valeurs du potentiel rf V8. Les lasers de refroi-
dissement Doppler, initialement appliques selon chaque direction de l'espace,
sont arre^tes a t = 10 ms.
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4.4 Conclusions
Dans ce chapitre, nous nous sommes interesses aux proprietes des structures d'ions en anneau
plan, obtenues a basses temperatures dans le potentiel ideal des multipo^les lineaires d'ordres
superieurs. Une etude analytique nous a tout d'abord permis d'obtenir une condition theorique
necessaire a l'obtention d'une telle structure. Celle-ci, lorsque le potentiel de connement est
xe, est donnee par l'existence d'une valeur minimale du rayon de l'anneau, Rcrit, en dessous
de laquelle la structure en anneau plan n'est pas la structure minimisant l'energie potentielle.
Nous nous sommes ensuite interesses aux caracteristiques dynamiques de cette structure,
et avons montre qu'elle possede une propriete de decouplage de la composante longitudinale
du mouvement des ions, des deux composantes transverses. Cela ore la possibilite de refroidir
cette composante axiale jusqu'a la temperature limite Doppler. Nous avons ensuite mis en
evidence que l'approche du pseudo-potentiel est inapte a decrire les structures d'ions obtenues
lorsque le parametre d'adiabaticite prend des valeurs s'approchant de la limite empirique.
Finalement, nous avons teste la stabilite thermique d'une telle structure lorsque le refroi-
dissement laser est interrompu. Les simulations eectuees ne montrent aucun rechauement
de la structure pour les systemes a faible nombre d'ions. Cependant, ce comportement semble
dependre de facon non triviale du nombre d'ions ainsi que des conditions de connement, no-
tamment du rapport Rmin=Rcrit, et laisse ouverte la question de l'existence d'une loi d'echelle
en fonction du nombre d'ions permettant d'assurer la stabilite thermique a l'arre^t des lasers de
refroidissement.
Chapitre 5
Des lignes d'ions en multipo^les lineaires
5.1 Introduction
Pour un grand nombre d'applications, en particulier pour les etalons de frequence [97], les
protocoles d'information quantique [98] et les simulations quantiques [22], il peut e^tre souhai-
table de disposer de plusieurs sites a l'interieur du piege ou le champ radio-frequence s'annule.
Par rapport au piege rf originel, le piege de Paul, dans lequel le champ rf s'annule en un unique
point au centre du piege, les pieges quadrupolaires lineaires constituent deja une voie dans ce
sens en etendant la zone de champ rf nul a l'axe de revolution du piege. Dans les pieges multi-
polaires d'ordres superieurs, la zone ou le champ rf reste relativement faible est beaucoup plus
etendue que dans leurs homologues quadrupolaires [33], ce qui permet d'acceder a des nombres
d'ions pieges beaucoup plus importants pour lesquels le micro-mouvement reste negligeable
[99].
Cependant, les sites de champs rf strictement nuls sont identiques a ceux des quadrupo^les.
De plus, en geometrie lineaire, le connement axial est realise par un champ statique qui possede
une composante deconnante dans le plan radial. Hormis pour le quadrupo^le, l'axe de revolution
des pieges multipolaires constitue alors un ensemble de positions d'equilibres instables pour les
ions. Dans ces pieges, des minimums locaux peuvent e^tre obtenus par l'emplois de potentiels
statiques superposes aux potentiels rf [17, 96]. Les ions connes en ces positions d'equilibre
subissent alors un mouvement force.
La superposition d'un potentiel rf d'ordre dierent au potentiel rf du piege, permet de
generer des minimums locaux du pseudo-potentiel ou le champ rf s'annule. Dans une telle
conguration, les ions froids peuvent demeurer en ces positions de facon individuelle ou
organises en lignes paralleles a l'axe du piege. En l'absence d'excitation parametrique, le
refroidissement Doppler permet alors d'atteindre la temperature limite Doppler.
Dans ce chapitre, nous donnons tout d'abord un exemple de principe en l'appliquant au
cas de l'octupo^le lineaire, auquel un potentiel quadrupolaire est superpose. Cet exemple est
illustre par des resultats de simulations de dynamique moleculaire. Nous presentons ensuite
le developpement des calculs dans le cas general. Dans une troisieme partie, nous prenons en
compte le fait que le champ additionnel est genere par des electrodes dont la geometrie n'est
pas adaptee [100]. Nous montrons les consequences que cela entra^ne pour le cas particulier que
nous avons developpe.
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5.2 Un exemple de principe
Nous decrivons ici le principe de creation de minimums de potentiel supplementaires pour
lesquels le champ rf s'annule dans le cas du piege octupolaire lineaire. Dans le but de creer
des noeuds supplementaires dans le champ rf, un potentiel quadrupolaire, 4rf, est superpose a
celui de l'octupo^le, 8rf, ces deux potentiels possedant me^me frequence et me^me phase. Gra^ce
au theoreme de superposition, nous savons que le potentiel resultant dans le plan radial, rf,
est :
rf = 8rf + 4rf; (5.1)
ou l'expression des potentiels electriques 2k-polaires, 2k etant le nombre d'electrodes, exprimes
en coordonnees polaires (voir gure 5.1), peut e^tre approximee par [33] :
(2k)rf (R; ; t) =  V2kRk cos (k) cos (
t) (5.2)
avec 
 et V2k respectivement la frequence et l'amplitude des potentiels rf appliques, etR = r=r0
la distance radiale au centre du piege rapportee au rayon interieur du piege, r0. Les composantes
du champ electrique ~E =  ~rrf sont donnees par :
Er = +
2
r0

2V8R3 cos (4) + V4R cos (2)

cos (
t) ; (5.3)
E =   2
r0

2V8R3 sin (4) + V4R sin (2)

cos (
t) : (5.4)
Avec notre choix de phase initiale (representee en gure 5.1) et de systeme de coordonnees, il
decoule de facon immediate de l'equation (5.4) que E peut e^tre annulee dans chaque direction
n telle que n = n=2, avec n 2 Z. La variation relative des cosinus dans l'equation (5.3)
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Figure 5.1 { Branchement d'un potentiel electrique rf sur les electrodes d'un piege octu-
polaire lineaire. Les barreaux pleins et hachures montrent respectivement les
polarites  V4 et +V4 du potentiel quadrupolaire applique a l'instant t = 0 s.
Les electrodes representees en lignes brisees sont uniquement connectees au
potentiel octupolaire.
permet alors une annulation totale du champ rf aux positions radiales relatives R0f pour 1 =
=2 (l'axe y dans le cas present). Cette position radiale relative depend du rapport des deux
potentiels appliques par :
R20f = V4= (2V8) : (5.5)
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Dans l'approximation adiabatique, la dynamique d'un ion de charge qe et de masse m a
l'interieur du piege peut e^tre comprise en utilisant le pseudo-potentiel (psp) 	, qui resulte
de la moyenne temporelle du champ electrique radio-frequence 	 = q2ek ~Ek2=2m
2 (cf. sections
1.2 et 1.3). Le psp n'obeit pas au theoreme de superposition et dans notre cas le psp resultant
s'ecrit :
	 (R; ) = 	8(R) + 	4(R) + 2
p
	8(R)	4(R) cos (2) (5.6)
ou 	2k(R) sont les psp 2k-polaires habituels :
	2k (R) = k
2
4
q2eV
2
2k
m r20 

2
R2k 2 =  2k R2k 2: (5.7)
En plus du noeud central pre-existant, l'equation (5.6) montre que deux minimums
supplementaires existent pour R 6= 0 si cos(2) =  1 (pour  = 1). Par denition, les
minimums du pseudo-potentiel se trouvent aux noeuds du champ rf, dont les positions sont
donnees par l'equation (5.5). Utilisant le fait que R40f =  4= 8, nous ecrivons l'equation (5.6)
dans le cas ou cos(2) =  1 :
	 (R; 1) =  8R6 +  4R2   2
p
 8 4R4 (5.8)
=  8
 R6 +R40fR2   2R20fR4 (5.9)
La gure 5.2 montre le pseudo-potentiel normalise Ur = 	(R; 1) = 8 pour trois dierentes
valeurs de R0f. On constate que la raideur du minimum central est elle aussi aectee par le
potentiel quadrupolaire. Une representation tri-dimensionnelle du psp est tracee en gure 5.3
pour la valeur particuliere R0f = 0; 2. Celle-ci met en evidence l'aspect fortement anisotrope
du potentiel de connement radial. Cependant, le potentiel de piegeage total Utrp resulte de la
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Figure 5.2 { Pseudo-potentiel normalise Ur = 	= 8 dans la direction 1 pour trois valeurs
de R0f. Les courbes de couleur rouge, verte et bleue correspondent respective-
ment a R0f = 0,12 ; 0,16 et 0,2. La courbe en pointilles noirs represente le psp
normalise de l'octupo^le seul (R6).
somme du psp, permettant le connement radial des ions, et du potentiel statique realisant le
connement axial (selon z), qui peut e^tre approxime par un potentiel harmonique m!2zz
2=2. Ce
potentiel statique obeit a l'equation de Laplace et possede donc une contre-partie deconnante
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Figure 5.3 { Representation du psp normalise dans le plan radial, pour R0f = 0; 2, suivant
deux points de vue dierents.
dans le plan radial  m!2zr2=4 [37, 96]. Si un potentiel statique de symetrie octupolaire Vst est
superpose sur les electrodes rf, le potentiel eectif total s'ecrit :
Utrp = 	+ qeVstR4 cos (4) + 1
2
m !2z

z2   R
2
2
r20

: (5.10)
Pour assurer la correspondance entre les minimums du potentiel total Utrp et les positions de
champ rf nul, il est indispensable de compenser la partie deconnante dans le plan radial par
un choix approprie du potentiel octupolaire statique Vst. La compensation des forces derivant
de ces potentiels aux positions de champs rf nuls s'obtient sous la condition :
qeVst = m !
2
z r
2
0 = 8R20f : (5.11)
Pour rester aussi general que possible, nous avons considere un potentiel statique octupolaire
pour compenser l'eet deconnant du connement axial. L'utilisation d'un potentiel quadrupo-
laire conduit a une condition similaire qui a l'avantage de ne pas dependre de R0f. Nous verrons
cependant, dans la suite, qu'en pratique il peut e^tre preferable d'opter pour l'utilisation du po-
tentiel octupolaire si des positions relatives R0f > 0; 2 sont requises.
Remarquons que la position de champ rf nul, R0f, ainsi que la condition de l'equation (5.11)
sont independantes de la charge et de la masse des particules connees (car !2z / 1=m). Ce qui
est decrit ici s'applique donc a des systemes multi-especes.
L'ordre le plus bas du developpement en serie du potentiel de piegeage eectif Utrp, autour de
ses minimums (R0f; 1), lorsque l'equation (5.11) est satisfaite, permet de denir les frequences
caracteristiques du mouvement dans les directions radiales et angulaires :
!2r = !
2
z

8 4
m r20 !
2
z
+ 1

= 4!2u + !
2
z ; (5.12)
!2 = !
2
z

8 4
m r20 !
2
z
  2

= 4!2u   2!2z ; (5.13)
ou !u est la frequence caracteristique du mouvement dans le plan radial, si uniquement le
potentiel quadrupolaire etait applique. Les raideurs locales du potentiel, donnees dans les
equations (5.12) et (5.13), sont contro^lees par l'amplitude du potentiel quadrupolaire V4 et
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le connement axial !z. Il est ainsi possible de contro^ler la morphologie d'un ensemble d'ions
froids se trouvant au fond du puits de potentiel harmonique anisotrope (!r; !; !z) [11, 101, 102].
L'equation (5.13) montre qu'il est necessaire de respecter la contrainte qeV4 > mr
2
0!z
=2 pour
realiser le connement dans la direction angulaire.
Le potentiel local aux positions d'equilibre etant independant du potentiel octupolaire V8,
ce dernier peut e^tre utilise pour contro^ler la distance relative entre les deux minimums. En
eet, nous pouvons exprimer le psp total en fonction de  4 et R0f, tel que :
	 (R; 1) =  4R2
 
1 +
 R
R0f
4
  2
 R
R0f
2!
(5.14)
La gure 5.4 represente le psp normalise U! = 	(R; 1) = 4 pour dierentes valeurs de R0f.
Cette representation du potentiel est equivalente a faire varier R0f (et Vst en consequence)
en conservant le potentiel V4 a une valeur constante, i.e. a deplacer les ensembles d'ions en
conservant (!r; !; !z) constant.
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Figure 5.4 { Pseudo-potentiel normalise U! = 	= 4 dans la direction 1 pour trois valeurs
de R0f. Les courbes de couleur rouge, verte et bleue correspondent respective-
ment a R0f = 0,12 ; 0,16 et 0,2.
Dans un second temps, nous montrons que les ions peuvent e^tre refroidis jusqu'a la limite
Doppler, et connes dans les deux minimums supplementaires de facon contro^lee. Nous realisons
dans ce but une simulation de dynamique moleculaire d'un ensemble de 10 ions calcium, soumis
au refroidissement Doppler, dans le potentiel radio-frequence ideal d'un octupo^le lineaire de
rayon interieur r0 = 0; 2 mm.
Les ions sont tout d'abord refroidis par refroidissement Doppler selon les trois directions de
l'espace, dans le potentiel octupolaire seul (V4 et Vst sont nuls a t = 0), et forment alors un
anneau d'ions (cf. chapitre 4), visible sur la gure 5.5a. L'amplitude du potentiel rf octupolaire
V8 ( 197 V) est telle que l'anneau possede un rayon d'environ 20 m dans le plan z = 0, pour
un connement axial !z = 2  1 MHz. La temperature de cette structure est de l'ordre de
10mK dans le plan radial et atteint la limite Doppler selon l'axe du piege.
A t = 2 ms, le potentiel rf V4 est applique, produisant la separation de l'anneau en deux
ensembles de cinq ions, visibles sur la gure 5.5b. De t = 2 ms a t = 4; 4 ms, l'amplitude
V4 est augmentee de facon lineaire, augmentant la separation des deux ensembles d'ions ainsi
100 Chapitre 5 : Des lignes d'ions en multipo^les lineaires
que la raideur locale des deux minimums (voir la gure 5.2), jusqu'a ce que chaque sous-
ensemble d'ions se situe a une distance de 0; 22r0 du centre du piege. Les ions forment alors
deux cha^nes paralleles a l'axe du piege, visibles sur les gures 5.5c et 5.5d. A cet instant, V4
est garde constant et Vst est allume et augmente jusqu'a la valeur satisfaisant l'equation (5.11)
(1,7 V) en 1 ms, permettant la correspondance des positions d'equilibre des cha^nes avec les
positions de champs rf nuls. Les frequences caracteristiques du connement local valent alors
!r = 2  4:2 MHz et ! = 2  3:8 MHz. La signature de l'arrivee des ions aux noeuds du
champ rf est la decroissance abrupte de la temperature Ty de 0,1 K a la limite Doppler sur la
gure 5.5e. La gure 5.6 resume la chronologie des dierents potentiels appliques pour realiser
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Figure 5.5 { (a)-(d) Images de la disposition des ions a trois dierents instants (correspon-
dant au graphique des temperatures en dessous). (e) Temperatures selon les
trois directions du mouvement correspondant a la dynamique simulee decrite
dans le texte. La ligne horizontale en tirets represente la temperature limite
Doppler pour les ions calcium. Les lignes verticales en tirets representent, pour
la premiere, l'instant auquel le potentiel quadrupolaire V4 est allume et, pour
la seconde, l'instant auquel le potentiel octupolaire statique Vst est allume.
les lignes d'ions. De facon a mettre en evidence la necessite de compenser la partie deconnante
due au connement axial (!z), une rampe lineaire a ete appliquee sur le potentiel statique Vst
lors de cette simulation. Le sens de cette rampe s'inverse toute les 7 ms de facon a limiter le
chauage des ions et eviter leur deconnement des minimums locaux supplementaires. Il est
possible de caracteriser l'exces de micro-mouvement des ions lorsque la contrainte donnee par
l'equation (5.11) n'est pas satisfaite, en etudiant directement la variation de la temperature.
Ainsi, nous appliquons de nouveau une rampe lineaire sur le potentiel octupolaire statique Vst.
La vitesse de variation de Vst est choisie susamment lente pour s'approcher de l'equilibre
thermique des ions lorsque la rampe est parcourue. La temperature resultante est reportee sur
la gure 5.7 en fonction de la valeur de Vst. On constate que, dans le cas present, l'eet du
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chauage rf est inobservable sur un intervalle de 100 mV centre sur la valeur theorique. Bien
que la variance sur la temperature soit importante, la statistique etant realisee sur dix ions,
le graphique semble indiquer qu'en moyenne, la valeur minimale obtenue de la temperature Ty
est superieure a la limite Doppler. La gure 5.8 presente la variation de la composante radiale
de la position du centre de masse de l'une des deux lignes, lorsque la rampe est parcourue.
Cette variation correspond a une variation relative d'environ 1.6 % sur la position du c.m. On
constate aussi une nette diminution des uctuations temporelles de la position du c.m. autour
de 1,7 V. Un apercu des uctuations statistiques de la position des ions est donne en gure 5.9.
Celle-ci montre les ecarts types sur les positions des ions par rapport au centre de masse de
chaque ligne, pour chaque direction du plan transverse du piege. On constate que, bien que la
temperature minimale atteinte selon la direction x soit superieure a celle atteinte selon y (cette
derniere uctuant autour de la limite Doppler), l'ecart type en position selon x est neanmoins
le plus petite, du fait de la forme du potentiel local pour lequel les frequences caracteristiques
des raideurs selon ces directions sont telles que !x > !y.
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Figure 5.6 { (Haut) Amplitude des dierents potentiels appliques en fonction du temps. Sur
cet exemple, une rampe lineaire est appliquee sur le potentiel statique. (Bas)
Inuence des tensions appliquees sur la temperature des 10 ions.
Une autre signature de la correspondance entre positions d'equilibre et positions de champ
rf nul, et un intere^t supplementaire de cette nouvelle organisation des ions, est l'absence de
chauage rf lorsque les lasers de refroidissement sont eteints. De plus, en modiant l'amplitude
du potentiel V8, et celle du potentiel statique Vst en consequence, la distance inter-ligne peut
e^tre modiee en induisant un chauage rf tres limite tant que la repulsion coulombienne peut
e^tre negligee. Si la distance inter-ligne est telle que l'interaction coulombienne ne peut e^tre
negligee, celle-ci doit e^tre incorporee dans la condition de compensation (5.11), conduisant a
la necessite d'un potentiel statique Vst plus important.
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Figure 5.7 { Temperature Ty en fonction du potentiel statique Vst applique. La ligne hori-
zontale en tirets bleus marque la limite Doppler, celle en tirets rouges est une
indication de la temperature moyenne minimale obtenue.
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Figure 5.8
Position du centre de masse d'une des deux lignes
lors du parcours de la rampe sur Vst.
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Figure 5.9
Variances sur la position des ions de chaque ligne
lors du parcours de la rampe sur Vst.
5.3 Le cas general
Il est possible de generaliser le concept introduit precedemment. Considerons un piege
lineaire 2k-polaire sur lequel un potentiel V2k est applique. Un potentiel rf additionnel V2p,
de phase et de frequence identiques, est superpose sur 2p electrodes a celui de l'octupo^le. A
chaque contribution radio-frequence est associe un pseudo-potentiel 	2k et 	2p, le pseudo-
potentiel total resultant de cette superposition s'ecrit :
	 = 	2k +	2p + 2
p
	2k	2p cos ((k   p)) : (5.15)
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Les minimums supplementaires crees par annulation des champs electriques radio-frequences
sont localises selon les directions n = (2n+1)=(k p) (pour cos [(k   p)] =  1), a la distance
R = R0f du centre du piege, telle que :
Rk p0f = pV2p=kV2k: (5.16)
Pour compenser la contribution deconnante du potentiel harmonique axial aux positions des
minimums du psp, un potentiel statique additionnel est requis. Ce potentiel statique doit pro-
duire un champ connant dans les directions n, ce qui implique que ce potentiel statique doit
posseder une symetrie rotationnelle discrete d'angle 2= (k   p) (lorsque celle d'un 2k-po^le est
d'angle =k). Selon le choix des ordres k et p, ce potentiel statique peut avoir un ordre de
symetrie dierent des deux precedents, mais une condition equivalente a l'equation (5.11) peut
toujours e^tre trouvee. Prenons pour exemple un piege lineaire dodecapolaire sur les electrodes
duquel est superpose un potentiel quadrupolaire. Cette conguration genere quatre positions
de champ rf nul pour lesquelles un potentiel a symetrie octupolaire (6   2 = 4) est necessaire
pour eectuer la compensation (voir gure 5.10 pour dierentes congurations).
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Figure 5.10 { Schema des barreaux cylindriques de dierents multipo^les, pour lesquels les
barreaux pleins et hachures representent respectivement les potentiels addi-
tionnels  V2p et +V2p a l'instant t = 0. Les croix interieures marquent les
positions supplementaires de champ rf nul d'un (a) piege octupolaire avec un
potentiel quadrupolaire additionnel, (b) dodecapo^le avec un potentiel hexa-
polaire, and (c) dodecapo^le avec un potentiel quadrupolaire.
L'ordre de symetrie du potentiel statique Vst doit e^tre un multiple de (k   p). Pour le cas
introduit dans la section precedente, nous avons utilise l'ordre 4 du potentiel octupolaire :
s = 2 (k   p) = 4. Ce choix a une inuence sur les frequences caracteristiques du mouvement
des ions positionnes dans les minimums locaux. L'ordre le plus bas du developpement en serie
du potentiel eectif de connement permet une generalisation des equations (5.12) et (5.13) :
!2r = 2 (k   p)2
 2p
m r20
R2p 40f + (s  2)
!2z
2
; (5.17)
!2 = 2 (k   p)2
 2p
m r20
R2p 40f   s
!2z
2
: (5.18)
Le choix d'un ordre s superieur a celui strictement requis par la symetrie du systeme peut
e^tre justie par la necessite d'obtenir une dissymetrie plus prononcee des frequences ca-
racteristiques !r et !. Cela peut e^tre utilise pour contro^ler la morphologie des sous-ensembles
d'ions (cha^ne, zig-zag,...), aux depens du potentiel statique dont l'amplitude necessaire a la
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compensation se comporte en 1=(sRs 20f ). Ainsi que nous l'avons deja mentionne, l'utilisation
d'un potentiel statique quadrupolaire (s = 2) permet theoriquement l'utilisation d'un potentiel
de compensation constant quelle que soit la distance relative R0f.
Le but n'etant pas de faire une zoologie, signalons qu'il est aussi possible de superposer
le potentiel rf additionnel sur les electrodes permettant le connement axial. La dependance
radiale du potentiel additionnel est alors de la forme  r2, et ne depend pas de l'angle . Cette
conguration a l'avantage de generer k noeuds dans le champ rf d'un multipo^le d'ordre k, mais
reduit les zones de champs nuls a des points dans le plan z = 0.
5.4 Potentiel genere par un piege realiste
Jusqu'a present, nous avons considere des potentiels electriques de geometries ideales.
Lorsqu'un piege multipolaire lineaire est realise au moyen d'electrodes cylindriques, le
champ genere possede des ordres superieurs a celui du multipo^le. Il est cependant possible
d'optimiser l'ordre le plus bas (celui du multipo^le) par un choix approprie du rayon du piege
et du rayon des electrodes [30]. Cependant, lorsqu'un potentiel d'ordre inferieur a celui du
piege est connecte sur les barreaux, deux facteurs contribuent a ecarter la forme du champ
genere de la forme ideale. Tout d'abord, il n'est plus possible d'optimiser l'ordre le plus bas,
car cela necessiterait des barreaux dont le diametre est superieur a la distance inter-axes
des barreaux. La seconde contribution est due aux electrodes non-connectees au potentiel
additionnel. Du point de vue de ce potentiel, ces barreaux sont equivalents a des electrodes
mises a la masse, et font devier de facon importante la forme du champ genere de la forme ideale.
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Figure 5.11 { Dierence relative (U4   ~U4)= ~U4 entre le potentiel electrique genere par l'oc-
tupo^le U4 et celui genere en l'absence des quatre barreaux non connectes,
~U4 ; les barreaux non connectes etant situes dans les diagonales de l'image.
Calculs realises au moyen du logiciel SIMION par J. Pedregosa-Gutierrez.
Nous illustrons ces eets sur l'exemple traite dans la premiere section de ce chapitre. Le
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Figure 5.12 { Dierence relative entre le champ electrique quadrupolaire reel genere par
l'octupo^le, Er, et le champ ideal, Eid, en fonction de la distance reduite R
selon la direction 1.
logiciel SIMION [103] permet de calculer un champ electrique a partir de la geometrie des
electrodes. Le calcul du champ electrique, realise par Jofre Pedregosa-Gutierrez, est mene pour
un octupo^le forme d'electrodes cylindriques de rayon r0=3. Cette caracteristique est la condition
permettant l'optimisation de l'ordre octupolaire du potentiel de connement [30]. L'optimisa-
tion de cet ordre n'est pas la solution convenable pour minimiser la deformation de la forme du
champ quadrupolaire, et un compromis entre l'optimisation des ordres quadrupolaire et octu-
polaire est sans doute a denir. Cependant, nous ne souhaitons pas mener cette etude pour le
moment et prenons le parti de travailler sur la geometrie d'un piege octupolaire tel qu'il serait
concu pour une utilisation standard. Le rayon interieur du piege est pris egal a r0 = 0:2 mm,
valeur utilisee pour les simulations de dynamique moleculaire. Seul le potentiel V4 est applique
sur quatre des huit barreaux de l'octupo^le.
Dans un premier temps, nous comparons le potentiel electrique quadrupolaire genere par le
multipo^le, U4, a celui genere en l'absence des quatre barreaux non connectes, ~U4. La gure 5.11
presente la dierence relative (U4  ~U4)= ~U4 dans le plan transverse du piege. Les huit electrodes
sont apparentes et celles situees dans les diagonales, non connectees a V4, perturbent de facon
importante le potentiel. La dynamique des ions est restreinte aux abords de l'axe Oy, le long
duquel le potentiel conna^t des variation relative allant jusqu'a 25%. Les deux nes lignes diago-
nales, apparentes sur la gure, sont des lieux ou la dierence entre les deux potentiels s'annule
du fait des proprietes de symetrie du systeme. En gure 5.12 est tracee la dierence normalisee
entre le champ quadrupolaire reel genere par l'octupo^le, Er, et le champ ideal derivant d'un
potentiel harmonique, Eid, en fonction de la distance reduite R selon la direction 1. Cette
valeur est constante dans la partie centrale du piege (r < r0=5) ou, augmentant l'amplitude
du champ Er de 20%, les champs peuvent e^tre consideres comme identiques. Dans l'exemple
que nous avons utilise dans la premiere partie, l'anneau d'ions de la gure 5.5 s'etend sur un
dixieme de la dimension interieure du piege. La gure 5.12 montre de plus que la condition de
l'equation (5.11) devient dependante de la position egalement pour un potentiel statique Vst
quadrupolaire, et justie ainsi l'emploi d'un potentiel statique octupolaire, dont la forme peut
e^tre optimisee, si des positions superieures a r0=5 sont requises.
Pour determiner si la dynamique obtenue precedemment avec des potentiels ideaux peut
106 Chapitre 5 : Des lignes d'ions en multipo^les lineaires
0 5 10 15 20
20
40
60
80
 idéal
 réel
V4  (V)
D
is
t. 
in
te
r-
lig
ne
 (
m
)
Figure 5.13
Distances relatives des centres de masse des deux
sous-ensembles d'ions en fonction potentiel V4 applique.
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Ecarts types de la position des ions selon la
direction z en fonction du potentiel V4.
e^tre obtenue dans la pratique, nous remplacons dans la simulation de dynamique moleculaire,
le potentiel quadrupolaire ideal par le t polyno^mial [30, 104, 105] eectue jusqu'a r0=2, Ut,
obtenu du potentiel calcule au moyen de SIMION. Celui-ci est donne par :
Ut = a0 + a2 <f(~r=r0)2g+ a6 <f(~r=r0)6g+ a10 <f(~r=r0)10g+ a14 <f(~r=r0)14g (5.19)
avec, a1 = 2; 8896, a2 =  7; 9554  10 1, a6 =  1; 9511  10 1, a10 =  3; 4580  10 3,
a14 = 5; 1646  10 3 et ~r = x + iy. Les simulations de dynamique moleculaire utilisant le t
du potentiel quadrupolaire montrent que la me^me procedure pour creer les deux lignes d'ions,
les amener aux noeuds du champ rf et les refroidir par laser jusqu'a la limite Doppler peut e^tre
realisee.
Sur les gures 5.13 et 5.14 sont compares les eets des potentiels quadrupolaires ideal
et \reel", lorsque les me^mes conditions initiales sont utilisees. La gure 5.13 montre que les
deux sous-ensembles d'ions peuvent e^tre separes et connes independamment dans les deux
minimums locaux. Cependant, on constate qu'il est necessaire d'appliquer un potentiel V4 de
l'ordre de 20 % superieur pour obtenir la me^me distance inter-ligne que dans le cas ideal.
Sur la gure 5.14, nous comparons les ecarts types dans la direction z de la position des
ions composant chaque ligne. L'ecart type constitue uniquement un indicateur permettant de
determiner le potentiel V4 minimal pour lequel les lignes d'ions sont parfaitement formees. Cela
se traduit par l'apparition d'un plateau, indiquant que les ions sont etales de facon maximale
le long de la direction z. La gure montre que ce plateau s'obtient de la me^me facon dans le
potentiel realiste, seule l'amplitude du potentiel pour laquelle celui-ci appara^t est dierente et
reete encore une augmentation necessaire de 20 %. Les ions possedant une organisation sous
forme de ligne dans chaque potentiel, nous montrons en gure 5.15 qu'il est encore possible
de les refroidir jusqu'a la temperature limite Doppler lorsqu'un potentiel statique (octupolaire)
permet la correspondance entre la position d'equilibre et la position de champ rf nul. La rampe
appliquee ici est beaucoup plus rapide qu'en gure 5.7, et ne permet pas de s'assurer d'un quasi-
equilibre thermique lors du parcours de la rampe. On constate neanmoins que les temperatures
minimales accessibles semblent equivalentes dans les deux cas, mais les lignes d'ions etant plus
pres de l'origine dans le cas realiste, un potentiel statique Vst superieur est necessaire dans ce
cas. De la me^me facon, si les lignes d'ions se trouvaient a des distances identiques du centre
du piege, par l'emploi d'un potentiel V4 plus important dans le cas realiste, les Vst employes
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Figure 5.15 { Temperature Ty en fonction du potentiel statique Vst applique. La ligne ho-
rizontale en tirets bleus marque la limite Doppler.
dans les deux cas auraient ete identiques. Remarquons de surcro^t que, bien que l'augmentation
necessaire du potentiel V4 dans le cas realiste soit de l'ordre de 20 % par rapport au cas ideal,
cela ne represente que quelques volts en valeur absolue dans le cas present.
5.5 Conclusions
Dans ce chapitre, nous avons montre que superposer un potentiel electrique rf d'ordre
inferieur a celui d'un piege multipolaire permet de creer des noeuds supplementaires dans le
champ radio-frequence. Un ensemble d'ions peut alors e^tre separe en plusieurs sous-ensembles
de facon contro^lee, et refroidi par laser jusqu'a la limite Doppler. Une fois refroidi, chaque
sous-ensemble peut e^tre considere conne dans un potentiel harmonique 3D anisotrope, dont
la morphologie peut e^tre contro^lee de la me^me facon qu'au sein d'un piege quadrupolaire
lineaire. Cette possibilite ouvre la voie a la creation de lignes d'ions paralleles avec un large
choix de geometries selon les ordres multipolaires utilises. La distance entre les minimums
supplementaires du pseudo-potentiel peut e^tre continu^ment variee jusqu'a obtenir des condi-
tions telles que la repulsion coulombienne entre les sous-ensembles d'ions permette un couplage
susant pour inuencer leurs positions d'equilibre.

Perspectives
\ Il faudrait changer les heros,
dans un monde ou le plus beau reste a faire."
D. Balavoine
Le travail eectue lors de cette these porte sur la comprehension de la dynamique des
ions en piege radio-frequence. A cette occasion, le programme informatique baptise ITraPS,
presente dans le chapitre 2, utilisant la technique de la dynamique moleculaire, a ete elabore
dans le but de simuler des ensembles d'ions en pieges rf, et une modelisation du refroidis-
sement laser Doppler a ete implementee. L'utilisation d'un programme informatique permet
d'acceder a dierentes proprietes qui sont dicilement accessibles, voire non accessibles, par
l'experimentation.
Une des ambitions du programme ITraPS est de pouvoir eectuer des simulations impliquant
un tres grand nombre d'ions. Cette necessite est motivee par les recentes experiences, de plus
en plus nombreuses, concernant le developpement de memoires quantiques ou de repetiteurs
quantiques par exemples, dans lequelles les etats quantiques sont stockes dans les etats in-
ternes des ions pieges, dont le nombre peut varier de quelques milliers a plusieurs millions, ou
encore les experiences liees a l'etude de l'etat thermodynamique des ensembles d'ions, pour
lesquelles des grands nombres d'ions sont requis. L'expertise de tels systemes au moyen de
simulations numeriques peut s'averer extremement utiles pour contraindre les parametres des
experiences, ou determiner l'eet des grands nombres d'ions sur le chauage rf des structures
froides, phenomene non-lineaire limitant l'ecacite des systemes d'ions pieges pour ce type
d'application. Cependant, du fait de l'interaction coulombienne qui engendre un nombre de
calculs quadratique avec le nombre d'ions, ce dernier se voit rapidement limite par la puis-
sance de calcul. Pour cela nous avons eectue la parallelisation du programme en utilisant la
bibliotheque OMP. Celle-ci permet de distribuer les calculs sur les dierents processeurs d'une
me^me machine. Il est dicile d'evaluer le nombre d'ions auquel donne acces cette parallelisation,
car la faisabilite d'une etude numerique particuliere depend non seulement du nombre d'ions
mais aussi des dierentes echelles de temps caracterisant le systeme a l'etude. Nous pouvons
evaluer entre 1.000 et 100.000, le nombre d'ions maximal que l'on peut esperer atteindre avec
cette parallelisation et un ordinateur equipe de 8 processeurs tel que celui utilise au cours de
cette these.
Une recente collaboration avec P. Genesio a permis de re-ecrire le programme de facon a
l'adapter a MPI, cette derniere orant la possibilite de distribuer les calculs entre dierents
ordinateurs d'un reseau, donnant acces au traitement massivement parallele. Ainsi, le nombre
de processeurs disponibles n'est plus limite a ceux se trouvant sur une me^me carte mere, et
le programme peut e^tre congure pour l'utilisation en centre de calcul. Bien que MPI soit a
me^me de gerer la distribution du calcul entre dierentes machines et dierents processeurs
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d'une me^me machine, l'etape suivante consiste a implementer une parallelisation hybride, per-
mettant l'utilisation d'OMP localement sur chaque ordinateur (OpenMPI), de facon a limiter
les echanges de mots memoires entre processeurs locaux et augmenter la rapidite de calcul.
Enn, une perspective enthousiasmante est l'utilisation de cartes graphiques (a architecture
de type CUDA) pour eectuer la parallelisation. Ces dernieres permettent d'obtenir un tres
grand nombre de processeurs a faible cou^t (une unique carte ore environ 500 processeurs pour
400 euros actuellement...) permettant un acces au calcul massivement parallele au sein d'une
me^me machine.
A plus long terme, je souhaiterais coupler la technique de la dynamique moleculaire,
permettant de calculer la dynamique externe des ions, a une methode de resolution des
equations de Bloch optiques, de facon a pouvoir evaluer l'inuence des dierents couplages
d'un ion a son environnement sur l'evolution de son etat interne. Cela permettrait de simuler
des protocoles d'information quantique en pieges rf, ou encore de decrire la dynamique interne
d'ions couples a une cavite QED.
Les simulations numeriques realisees avec ce programme ont permis d'eectuer plusieurs
etudes, partant de la dynamique d'ions en piege d'ordre quadrupolaire originel, jusqu'a la
dynamique au sein de pieges multipolaires d'ordres superieurs au quadrupo^le, encore peu
etudiee jusqu'a present.
La premiere etude presentee dans le chapitre 3 de ce manuscrit s'est interessee a la dyna-
mique d'ensembles d'ions connes dans un quadrupo^le lineaire, lorsque les ions sont soumis a
un unique faisceau laser de refroidissement. Cette etude nous a permis d'observer qu'un re-
froidissement eectif des structures est obtenu uniquement lorsque ces dernieres possedent une
etendue tridimensionnelle. Ce comportement met en evidence le ro^le de l'interaction coulom-
bienne, a travers la morphologie des structures, dans le refroidissement des ions. Lorsque les
conditions de connement sont telles que la structure obtenue a basse temperature possede une
extension tridimensionnelle, toutes les directions du mouvement des ions sont couplees entre
elles par l'interaction coulombienne. Cependant, pour certaines conditions de connement, les
structures obtenues ne sont pas d'extension tridimensionnelle, et les dierentes directions du
mouvement des ions peuvent e^tre decouplees les unes des autres, en fonction de la forme de la
structure.
Lors de la realisation de cette etude, nous avons observe deux types de rotations des
structures d'ions, qui sont jusqu'a present restees inexpliquees. Dans un premier temps,
nous avons observe une rotation des structures obtenues dans le pseudo-potentiel, lorsque
le refroidissement laser est applique dans un pseudo-potentiel ou la symetrie cylindrique est
brisee par un potentiel quadrupolaire statique (au 6= 0). Le second type de rotation se produit
en potentiel rf, et conduit au deconnement des ions. Un travail commence pour expliquer
la rotation survenant en pseudo-potentiel laisse penser que le centre de masse joue un ro^le
privilegie dans ce phenomene. Concernant la rotation survenant dans le potentiel rf, une
premiere etape pour arriver a une comprehension du phenomene pourrait e^tre d'etudier plus
en detail l'inuence de la temperature sur le declenchement de la rotation.
La deuxieme etude presentee dans le chapitre 4 concerne la dynamique des structures ob-
tenues pour de faibles nombres d'ions dans les multipo^les lineaires d'ordres superieurs au qua-
drupo^le. Les morphologies des structures permises par le potentiel de connement de ce type de
piege sont alors tres dierentes de celles permises par les quadrupo^les. Pour de faibles nombres
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d'ions, les structures sont des systemes en double anneaux d'ions ou en unique anneau plan.
Apres avoir determine une condition d'equilibre permettant l'obtention des structures en an-
neau plan, nous avons compare les proprietes thermiques de ces deux types de structures. Nous
avons montre que, dans le cas d'une conguration en anneau plan, le decouplage de la direction
axiale du mouvement des ions permet l'obtention de la temperature limite Doppler selon cette
direction lorsque le refroidissement laser est applique. De plus, nous avons observe que pour des
nombres d'ions susamment faibles, ces structures ne presentent aucun signe de rechauement
lorsque le refroidissement laser est arre^te pendant plusieurs dizaines de millisecondes.
Au cours de cette etude, nous avons mis en evidence l'inaptitude de l'approche du pseudo-
potentiel a decrire certaines structures obtenues numeriquement en utilisant le potentiel rf
d'un octupo^le lineaire (cf. chapitre 4). Cela permet de s'interroger sur l'existence d'un second
ordre du pseudo-potentiel. L'hypothese emise pour expliquer ces structures reste a verier
et sera l'objet d'une prochaine etude. La caracterisation de la dynamique des structures en
anneaux d'ions, lorsque celles-ci ne sont pas soumises a un refroidissement laser permanent,
permettrait de determiner des comportements caracteristiques et d'eventuelles lois d'echelles
gouvernant la dynamique de telles structures.
La derniere etude presentee dans le chapitre 5 de ce manuscrit propose un moyen de creer
des noeuds supplementaires dans le champ rf des multipo^les lineaires d'ordres superieurs, par la
superposition d'un champ rf d'ordre dierent. Chaque noeud du champ rf engendrant un puits
de pseudo-potentiel, cela donne la possibilite d'y conner des ions uniques, ou des lignes d'ions,
repartis selon une conguration dependant de l'ordre du multipo^le et de l'ordre du champ rf
supplementaire employe, sans que les ions subissent le forcage rf.
Dans cette etude, n'avons pas tenu compte des interactions entre les ions occupant des
noeuds dierents, car ces interactions etaient alors negligeables. Cependant, la position relative
des noeuds etant un parametre modiable, il est possible de creer des congurations pour
lesquelles on ne peut plus faire une telle approximation. Il serait donc interessant de les
prendre en consideration, et d'etudier les correlations inter-sites possibles. Lors de cette etude,
nous avons forme des lignes d'ions a partir d'un anneau d'ions froids. Cependant, il serait
interessant d'etudier la dynamique d'un nuage d'ions chauds dans ce type de potentiel. Une
etude interessante serait de determiner s'il est possible de passer de facon continue d'une
structure d'ions froids formant des tubes concentriques evoluant dans le potentiel rf du
multipo^le, a deux structures separees se trouvant chacune centree sur un noeud du champ rf,
par l'application progressive du potentiel additionnel.
D'autres etudes envisagees n'ont pu e^tre realisees pendant le temps qui m'etait imparti
pour eectuer cette these. Entre autres, un sujet concernant les pieges multipolaires d'ordres
superieurs, sujet dont nous avons d'ailleurs commence l'etude, semble prometteur. Il s'agit
d'analyser la possibilite d'operer le refroidissement sympathique en piege multipolaire lineaire.
Pour ce type de refroidissement, deux especes dierentes sont presentes dans le piege. Une
premiere espece est soumise a un refroidissement laser Doppler, qui en permet un refroidisse-
ment tres ecace, alors que la seconde, qui peut e^tre une espece moleculaire par exemple, n'y
est pas sensible. Cependant, cette seconde espece peut e^tre refroidie du fait de l'interaction
coulombienne, qui permet un echange d'energie entre les deux especes. Plusieurs etudes ont
deja ete eectuees en geometrie quadrupolaire [29, 106], pour laquelle chaque espece voit un
pseudo-potentiel de raideur dierente en fonction de sa masse (cf. chapitre 1), mais toutes
voient le minimum au centre du piege. Les deux especes restent donc proches l'une de l'autre. Il
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n'en est pas de me^me en multipo^les d'ordres superieurs, pour lesquels la position du minimum
du pseudo-potentiel, Rmin, depend de la masse (voir gure 5.16). Ainsi, un ecart susamment
important entre les masses des deux especes peut resulter en un couplage coulombien diminue,
du fait de la distance relative des minimums de leur pseudo-potentiel respectif, rendant
inecace le refroidissement sympathique.
Figure 5.16 { Vue selon l'axe longitudinal d'un piege octupolaire, d'un anneau de 10 ions
calcium (de masse mCa = 40 a.m.u. au centre) refroidis par laser, et refroi-
dissant sympathiquement une structure en double anneau formee de 40 ions
de masse m = 306 u.m.a. L'image montre une etendue de 100 m  100 m.
Une autre etude consiste a determiner s'il est possible de realiser un systeme de vis sans n
agissant sur les structures en anneau d'ions dans les multipo^les d'ordres superieurs. En eet,
la superposition de deux faisceaux lasers contra-propageants de frequences identiques donne
lieu a une onde stationnaire. Cependant, si les frequences des deux lasers dierent d'une faible
valeur !, cela a pour consequence de deplacer le motif de l'onde stationnaire a une vitesse
constante. Or, la force dipolaire electrique, due a l'interaction des atomes avec le rayonnement,
tend a positionner ces derniers dans les ventres de l'onde. Ainsi, il est possible d'imaginer
un schema dans lequel les faisceaux lasers aeurent l'anneau d'ions par un seul co^te. Les
atomes, du fait de la force reactive induite par le rayonnement, seraient alors entra^nes par le
mouvement des ventres de l'onde. De me^me, si la structure est un double anneau, l'interaction
de cet arbre electromagnetique sur la roue dentee que constitue un des anneau, permettrait
d'entra^ner le second anneau, ou me^me un tube entier. L'utilisation d'un rayonnement laser
dans le but d'induire des rotations a deja ete eectuee experimentalement par M. Drewsen et
al. [107, 108] dans un piege quadrupolaire lineaire. Dans ces experiences, la rotation est induite
par un unique laser, utilisant le transfert d'impulsion du^ a l'absorption de photons par les
atomes. Une vitesse de rotation stationnaire est obtenue lorsque la vitesse de rotation est telle
que les atomes sortent de la resonance avec l'onde laser. Dans le schema propose ici, la vitesse
de rotation est directement reliee a la vitesse des deplacements du motif stationnaire, ce qui
permettrait un contro^le precis de la vitesse de rotation par la dierence de frequence !.
Cependant, bien que, lors de la rotation, les ions constituant l'anneau se deplacent selon les
equipotentielles du pseudo-potentiel, la faiblesse de la force dipolaire peut s'averer redhibitoire
pour cette application.
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Resume
Les pieges a ions, utilisant des champs electriques radio-frequences (rf), orent la possibilite
de conner des ensembles d'ions dans un domaine restreint de l'espace ou, au moyen de diverses
techniques de refroidissement, leur temperature peut e^tre reduite jusqu'a quelques dixiemes
de millikelvin. Le but du travail presente dans cette these est d'etudier de facon theorique
certains aspects de la dynamique des ions pieges et soumis au refroidissement laser Doppler.
Dans ce but, un programme numerique utilisant la technique de la dynamique moleculaire
et des methodes de parallelisation a ete developpe. Dans une premiere partie, cette these
introduit les connaissances necessaires a la comprehension de la dynamique des ions en piege
rf et justie les dierents modeles utilises lors des simulations. Dans une seconde partie, une
etude de l'inuence de la morphologie des structures d'ions a basse temperature sur l'ecacite
du refroidissement Doppler est presentee, dans le cas particulier des pieges quadrupolaires
lineaires. Puis, une etude des proprietes des structures d'ions soumises au refroidissement
Doppler dans le cas general des multipo^les d'ordres superieurs est presentee. Le dernier chapitre
du manuscrit est une proposition permettant d'obtenir des regions exemptes de champ rf
supplementaires dans les multipo^les lineaires d'ordre superieurs.
Mots clefs : physique atomique, piege radio-frequence, piege multipolaire, ions froids, cris-
tal de Coulomb, refroidissement Doppler, simulations numeriques, dynamique moleculaire, pa-
rallelisation.
Abstract
Ion traps, using radio-frequency (rf) electric elds, oer the possibility to store ion
ensembles in a small region of space where, by means of cooling technics, their temperature
can be reduced to some tenth of millikelvin. The aim of the work presented in this thesis
is to theoretically study some aspects of the dynamics of trapped ions under Doppler laser
cooling. To this aim, a numerical program using molecular dynamics technics and paralle-
lization methods has been developed. In a rst part, this thesis introduces the necessary
fundamentals to understand the dynamics of ions in rf traps and justify the dierent models
used in the simulations. In a second part, a study of the inuence of the morphology of cold
structures of ions on the Doppler cooling eciency is presented, in the particular case of linear
quadrupole rf traps. Then, a study of some properties of Doppler cooled ion structures in the
general case of linear higher-order rf traps is presented. The last chapter of the manuscript
is a proposal allowing one to obtain additional rf eld-free regions in linear higher-order rf traps.
Keywords : atomic physics, radio-frequency trap, multipole trap, cold ions, Coulomb cris-
tal, Doppler cooling, numerical simulations, molecular dynamics, parallelization.
